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ABSTRACT 
The basis number, b(G) ,of a graph G is defined to be the smallest positive 

integer k such that G has a k-fold basis for its cycle space. We investigate an upper 

bound for )( 4321 GGGGb +++ .It is proved that, if 321 ,, GGG and 4G  are connected 

vertex-disjoint graphs and each has a spanning tree of vertex degree not more than 4, 

then }.1)b(G2,)b(G2,)b(G1,)b(G,4max{)( 43214321 +++++++ GGGGb   

The basis number of quadruple join of paths, are studied. It is proved that 

.6,5t,,4)( m =+++ pnandmPPPPb tpn  

 

Keywords: Basis number, Cycle space. 

 العدد الأساس للاتصال الرباعي للبيانات

 رغد عبد العزيز مصطفى غسان طوبيا مروكي 
 ب والرياضياتو كلية علوم الحاس

 جامعة الموصل 

 04/04/2011تاريخ قبول البحث:                                      23/02/2011 تاريخ استلام البحث:

 الملخص

قاعدة  Gبحيث أن لـ  kعلى انه العدد الصحيح الموجب الأصغر  G، لبيان b(G)يعرف العدد الأساس، 
ـ  .لفضاء داراته kذات ثنية  )(في هـاا الححـث درسـنا ال يـد الأعلـى لـ 4321 GGGGb ، حيـث ررهنـا علـى انـه +++
ريانــات ملصــلة ومنفصــلة بالنرــحة للــرهوس وكــل من ــا يحلــو  علــى  ــ رة مولــدة  4Gو 3Gو 2Gو 1G إذا كانــ 
  ، فان4 تزيد على ردرجة لا

}1)b(G2,)b(G2,)b(G1,)b(G,4max{)( 43214321 +++++++ GGGGb. 

 أيضا تم دراسة العدد الأساس للاتصال الرباعي للدروب، حيث توصلنا إلى 
.6,5t,,4)( m =+++ pnandmPPPPb tpn  

 . الداراتالعدد الاساس، فضاء  :المفتاحية الكلمات
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  . المقدمة:1

 , [6],[5] ,[4]ل ارئ الرجوع إلى الححـو ل, نشير للبيانات زاد الاهلمام بالعدد الأساس الأخيرةفي الرنوات   
لمزيــد مــم المعلومــات. فــي بحسنــا هــاا ســوف نفلــر  أن كــل البيانــات اللــي تعلرضــنا هــي  [15] ,[12] ,[11] ,[7]

 .([10]و [9] ة؛ بالنرحة للمصطلحات غير المعرفة )راجع المصدريم يطـريانات منل ية وغير موج ة وبر

qeeeeريانـــــــاح ملصـــــــلا حافاتـــــــه  Gلـــــــي م   ,...,,, ، يوجـــــــد مل ـــــــه Gمـــــــم حافـــــــات  S. لكـــــــل م موعـــــــة جز يـــــــة 321
),...,,,( 321 qaaaa  ــل ــث أن  Sي ارـ ــان  ia=1بحيـ Seiإذا كـ  0و=ia  ــان Seiإذا كـ .  ــات هـــال المل  ـ

ن فضــاء مل  ــات ذا الحعــد  ويرمــز لــه  G, يطلــع عليــه فضــاء المل  ــات الم لــرن مــع البيــان 2Zعلــى الح ــل  qتكــو 
qZ )( qZ . مل  ات2 )( ـ فضاء الداراتتولد فضاء مل  ات جز ي يطلع عليـه  Gاللي ت ارل دارات  2 ويرمـز   G لـ
مـم  أو اتحـاد دارات منفصـلة عـم بعضـ ا بالنرـحة للحافـات.  Gيمسل أما دارة فـي G)(. كل مل ه في G)(له 

تمسـل   pحيـث أن p+1 -q هـو G )(Gالنلـا   المعروفـة فـي نةريـة البيـان أن بعـد فضـاء الـدارات لبيـان ملصـل 
 عدد حافاته.  qو  Gعدد رهوس

 هي كالآتي: G)(إن طري ة إي اد ال اعدة لفضاء الدارات 
يحلـو  علـى دارة واحـدة ف ـت ولـلكم  T+eعند ـا,   G-Tحافـة تنلمـي إلـى e ؛ إذا كانـ  G ـ رة مولـدة فـي  Tلـلكم

eC.  واضح أنp+1-q  مم الداراتeC حيث ,TGe −  لفضاء الدارات  قاعدةتش ل)(G. 
لا تة ـر   G( إذا كانـ  كـل حافـة مـم حافـاتfold-k)  k–ثنيةةأن ـا ذات  G)(لفضـاء الـدارات   Bي ـال ل اعـدة
 .Bمم المرات في الدارات اللي ت ارل المل  ات في ال اعدة  kفي أكسر مم 

له قاعدة ذات  G)(بحيث أن kبأنه العدد الصحيح الأصغر  G( لبيان basis number)ويعرف العدد الأساس 
 eالثنيةة للحافةة ,عند ـا  Gحافـة فـي  eوان  G)(قاعدة لفضاء الدارات  B. إذا كان  b(G)؛ ويرمز له  k–ثنية
 .eوالمحلوية على الحافة  B, هي عدد الدارات الموجودة في efB)(يرمز ل ا  Bفي 

 (:1تعريف )

),(لــي م  11 EXG ),(و = 22 EYG ),(و = 33 EZG ),(و = 44 EUG برــيطة ومنفصــلة بالنرــحة  ريانــات =
ــان م موعــــــة رهوســــــه هــــــي 2Gو 1Gاتصةةةةةةال البيانةةةةةةانللـــــرهوس فــــــان  وم موعــــــة حافاتــــــه هــــــي  YXهــــــو ريـــ

  },|{21 YyXxxyEE   21ويرمز له GG هـو  3Gو 2Gو 1Gللبيانـات  الاتصةال الثلاثةي؛ كـال  +
ــي  ــة رهوســـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــه هـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ريـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــان م موعـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ZYX  ــه وم موعـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة حافاتـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

هــــــي  },|{},|{321 ZzYyyzYyXxxyEEE   321ويرمــــــز لــــــه GGG ؛ وبالمســــــل ++
4321 الاتصةةال الربةةاعينعــرف  GGGG موعــة رهوســه هــي بأنــه ريــان م  +++ UZYX  وم موعــة

ــه هـــــــــــي  حافاتـــــــــ   },|{},|{},|{4321 UuZzzuZzYyyzYyXxxyEEEE  
11114فمسلاح  KKKKP  2K( يوضح الاتصال الرباعي للبيان اللام 1والش ل ) =+++

 
2222.(1شكل ) KKKK +++ 
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nGGGمـم البيانـات،  nوبطري ة مشـار ة نعـرف اتصـال  +++ سـوف نرمـز  ؛ واضـح أن هـاا البيـان ملصـل.21...
 . nP مم الرهوس بالرمز nللدرب الا  له 

مرلويا إذا  Gأول مبرهنة م مة في هاا الموضوع وهي تنص على "ي ون البيان   [13], ررهم م ليم 1937  في عام
ــت إذا )(2 وف ـ Gb ــا ــمي ل ) 1982و 1981 مي" وفـــي عـ ــد  ـ ــان اللـــام  ([16],[8]أوجـ ــاس للبيـ ــدد الأسـ  nKالعـ

nmKوالبيان السنا ي الل ز ة اللام  , كـال  [1]. العدد الأساس لل داء ألمعـاجمي للبيانـات تـم حرـابه فـي n-وم عب ,
العـدد الأسـاس لاتصـال ريـانيم  [3]، ودرس علـي [2]دراسله فـي العدد الأساس لل داء الدي ارتي لحعض البيانات تم 

، 4تزيـد علـى  ريـانيم منفصـليم بالنرـحة للـرهوس وكـل من مـا لـه غابـة مولـدة ردرجـة لا 2Gو 1Gحيث رـرهم إذا كـان
 فان 

}.1)b(G1,)b(G,4max{)( 2121 +++GGb  

لاتصال السلاثي للبيانات. وفي بحسنا هاا سـوف نـدرس العـدد الأسـاس للاتصـال تم دراسة العدد الأساس ل [15]وفي 
   الرباعي للبيانات، حيث ررهنا

}1)b(G2,)b(G2,)b(G1,)b(G,4max{)( 43214321 +++++++ GGGGb 
 كما ررهنا   

.6,5t,,4)( m =+++ pnandmPPPPb tpn  

4321العدد الأساس لة -2 GGGG +++: 

},,...,{نفــــــــــــــر  أن  21 mxxxX },,...,{و = 21 nyyyY },,...,{و = 21 pzzzZ },,...,{و = 21 tuuuU = 
nmKونفـــر  أن  pnKو , tpKو , ــل لة علـــى اللرتيـــب هـــي  , ــا المرـ ــة الل ز ـــة واللـــي م موعات ـ هـــي البيانـــات السنا يـ

XY ZYو , UZو ,  ررهم أن  [16].  مي ل ,
},1,...,2,11,...,2,1|{)( 11, −=−== ++ njandmiyxyxKB jijinmr       …(1) 

},1,...,2,11,...,2,1|{)( 11, −=−== ++ pjandnizyzyKB jijipnr       …(2) 

}.1,...,2,11,...,2,1|{)( 11, −=−== ++ tjandpiuzuzKB jijitpr       …(3) 

ـ required bases) هـي ال واعـد المطلوبـة )(( لـ ,nmK و)( , pnK و)( ,tpK  علـى اللرتيـب؛ أ   4ذات ثنيـة
)(4أن  , nmKb 4و)( , pnKb 4و)( , tpKb  5لكل,,, tpnm ريم أن [3]؛ كما أن علي 

,},,,{},,,{},,,{ 1111111111111  tpptpnnpnmmn uzuzuzuzzyzyzyzyyxyxyxyxA =      …(4) 
ــات ــة حافــــ ــي م موعــــ nmK هــــ pnKو , tpKو , ــة  , ــة 1ذات ثنيــــ ــدة المطلوبــــ )( فــــــي ال اعــــ ,nmr KB و)( , pnr KB 

)(و ,tpr KB على اللرتيب وان 

 


)}1,...,3,2|,{}1,...,3,2|,({

})1,...,3,2|,{}1,...,3,2|,({

11

112

−=−=

−=−==

njzyzypjzyzy

miyxyxnjyxyxA

pjjjnj

niijmj  

).}1,...,3,2|,{}1,...,3,2|,({
11  −=−= pjuzuztjuzuz tjjjpj                          …(5)   

nmK هــــــي م موعــــــة حافــــــات pnKو , tpKو , )( فــــــي ال اعــــــدة المطلوبــــــة 2ذات ثنيــــــة  , ,nmr KB و)( , pnr KB 
)(و ,tpr KB  في  3على اللرتيب، ولا توجد حافة ذات ثنيةrB  4وبقية الحافات تكون ذات ثنية. 

)(الآن سوف نـدرس العـدد الأسـاس للاتصـال الربـاعي للبيانـات، أ   4321 GGGGb  عنـدما ي ـون كـل مـم +++
1G 2وG 3وG 4وG 4 تزيد على رياناح ملصلاح وله   رة مولدة ردرجة لا. 
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علــــــــى اللرتيــــــــب بحيــــــــث أن  4Gو 3Gو 2Gو 1Gهــــــــي أ ــــــــ ار مولــــــــدة للبيانــــــــات  4Tو 3Tو 2Tو 1Tلــــــــلكم 
 فان  i=4,3,2,1لـ

)(,4deg iT TVuu
i

 
 بما أن كل   رة تحلو  على رأسيم في الأقل ردرجة واحد فإننا نفر  أن

1)(deg)(deg

)(deg)(deg)(deg)(deg)(deg)(deg

44

332211

1

111

==

======

tTT

pTTnTTmTT

uu

zzyyxx
  

jiالآن لكــل حافــة  xx 1 فــي الشــ رةT  1ســوف نالــار دارة ثلاثيــة واحــدة وواحــدة ف ــت بالصــيغةyxx ji أوnji yxx 
 وهاا ي ون بالطري ة اللالية:
ــات  ــة حافـ ــزأ م موعـ ــا 1Tن ـ ــوعليم جـــز يليم همـ ــل رأس  1Wو 1W إلـــى م مـ ــث أن كـ ــدد  1Tفـــي  xبحيـ ــون عـ ي ـ

 .2 تزيد على ليه واللي تنلمي إلى نفس الم موعة ال ز ية لاالحافات الواقعة ع
deg)(4بما أن  

1
xT لكل  x  1فيT  1فان هال الل ز ة مم نة. الآن، للكمS  هي م موعة الدارات السلاثية مم

1T لمعرفة بالش ل الآتي:وا 


=== 11111 ),(|{ WxxifyyandWxxifyyTExxyxxS jinjijiji  

 4Tو 3Tو 2Tمــم دارات ثلاثيــة مــم حافــات الأ ــ ار  4Sو 3Sو 2Sوبــنفس الطري ــة نحصــل علــى الم موعــات 
 على اللرتيب حيث  4Gو 3Gو 2Gمم البيانات 

},,,),(|,{ 221122


===== WyyifzzxxandWyyifzzxxTEyyzyyyxyS jipmjijijiji

},,),(|,{ 331133


===== WzzifuuyyandWzzifuuyyTEzzuzzzyzS jitnjijijiji  and 

}.),(|{ 44144


=== WuuifzzandWuuifzzTEuuuzuS jipjijiji 

11واضح أن  −= mS،)1(22 −= nS،)1(23 −= pS 14و −= tS وأن 
1yxi ،niكل حافة مم الحافات  yx  لقيمmi  1Sتة ر على الأكسر في دارتيم في  =2,1,...,
1xyوكل حافة مم الحافات  j ،mj xy  لقيمnj  2Sتة ر على الأكسر في دارتيم في  =2,1,...,
1zyوكل حافة مم الحافات  j ،pj zy  لقيمnj  2Sتة ر على الأكسر في دارتيم في  =2,1,...,
1yzوكل حافة مم الحافات  j ،nj yz  لقيمpj  3Sتة ر على الأكسر في دارتيم في  =2,1,...,
1uzوكل حافة مم الحافات  j ،tjuz  لقيمpj  3Sتة ر على الأكسر في دارتيم في  =2,1,...,

 وأخيرا
1zuكل حافة مم الحافات   j ،pj zu  لقيمtj  .4Sتة ر على الأكسر في دارتيم في  =2,1,...,

 وألان، نحم مرلعدون لإثحات المبرهنة الأساسية في هاا الححث.

 (:1مبرهنة )

تزيـد  ريانات ملصلة ومنفصلة بالنرحة للرهوس وكل من ا لـه  ـ رة مولـدة ردرجـة لا 4Gو 3Gو 2Gو 1Gكان   إذا
 ، فان4 عم

}.1)b(G2,)b(G2,)b(G1,)b(G,4max{)( 43214321 +++++++ GGGGb  
 البرهان:
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ــلكم  )(لـ 1GBr و)( 2GBr و)( 3GBr و)( 4GBr ( ــة ــد المطلوبـ ــي ال واعـ ــات required basesهـ  1G( للبيانـ
)(علــــــى اللرتيــــــب؛ إضــــــافة لــــــال  لــــــلكم  4Gو 3Gو 2Gو ,nmr KB و)( , pnr KB و)( ,tpr KB  هــــــي ال واعــــــد

nmKالمطلوبة للبيانات  pnKو , tpKو ,  .( على اللرتيب3( و)2( و)1والمعرفة في ) ,

 للكم

   
   

4321

,,,4321 )()()()()()()(

SSSS

KBKBKBGBGBGBGBB tprpnrnmrrrrr=
 

)(قاعدة لفضاء الدارات هي  Bن سوف نبرهم أن لآاو  4321 GGGG +++ ؛ مم الواضح أن 

)1()1(2)1(2)1()(dim

)(dim)(dim)(dim)(dim)(dim)(dim

,

,,4321

−+−+−+−+

++++++=

tpnmK

KKGGGGB

tp

pnnm





).(dim

1)()(

1222211)(

1)(1)()1()1()1()1(

4321

4321

4321

GGGG
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 على اللرتيب. 4Gو 3Gو 2Gو 1Gهي عدد الحافات في  4qو 3qو 2qو 1qحيث 
 هي م موعة مرل لة خطيا مم الدارات؛ مم الواضح أن Bسوف نبرهم أن 
     )()()()()()()( ,,,4321 tprpnrnmrrrrr KBKBKBGBGBGBGB 

هــي مرــل لة لأن ــا تمســل حــدود منــاطع فــي  4Sو 3Sو 2Sو 1Sم موعــة مرــل لة خطيــا وان كــلاح مــم الم موعــات 
أ  دارة تلولــد مــم دارات  Cريــان مرــلو ؛ الآن إذا كانــ  

1
S فــان ،C 1تحــو  علــى حافــة مــمT ؛ هــال الحافــة غيــر

. وعليــه فــان 2Sات موجــودة فــي أ  تركيــب خطــي مــم دار  21 SS  3مرــل لة؛ كــال  داراتS  تكــون مرــل لة عــم
 21 SS  ــم ــل دارة مـ ــم  3Sلان كـ ــة مـ ــى حافـ ــو  علـ ــي أ  دا3Tتحـ ــودة فـ ــر موجـ ــة غيـ ــال الحافـ ــم دارات ؛ وهـ رة مـ
 21 SS  وعليـــــــه فـــــــان 321 SSS  4دارات مرـــــــل لة خطيـــــــا؛ إضـــــــافة لـــــــال  داراتS  مرـــــــل لة عـــــــم دارات
 321 SSS  4لان أ  دارة فيS  4تحو  على حافة مـمT الحافـة غيـر موجـودة فـي أيـة تركيـب خطـي ؛ وهـال
ــم مـــــ 321 SSS  ــون ــال  تكـــــ وبـــــ 4321 SSSS  ــة ــان الم موعـــــ ــل ررهـــــ ــل لة خطيـــــــا. ولأجـــــ دارات مرـــــ
 4321 SSSSS  مرل لة خطيا عم الم موعة  =

     )()()()()()()( ,,,4321 tprpnrnmrrrrr KBKBKBGBGBGBGBB =   
 وتحلـو  أيضـا علـى حافـات مـم  i=4,3,2,1لقـيم  iG مـمتحلـو  علـى حافـات  Sنلاحظ أن أيـة دارة ملولـدة مـم 

kjK pnmjلقيم  , tpnkو =,, لقـيم  iG تحلو  علـى حافـات مـم B؛ في الم ارل أية دارة ملولدة مم =,,
4,3,2,1=i أو حافــات مــم kjK pnmjلقــيم  , tpnkو =,, لأن ــا م موعــة منفصــلة بالنرــحة للحافــات،  =,,

 أ  أن

BbandSCbC ji
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

==

,
11

 

BSBوبال  تكون  = دة لـ م موعة مرل لة خطيا وعليه تكون قاع)( 4321 GGGG +++. 
 ، السنية لكل حافة مم الحافات أدنال (5الآن نحرب السنية لكل حافة مم حافات البيان؛ مم )
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فـــــــي ال اعـــــــدة  )()()( ,,, tprpnrnmr KBKBKB ــر رـــــــدارتيم مـــــــم  2 هـــــــي ــة تة ـــــــر فـــــــي الأكســـــ وكـــــــل حافـــــ
 4321 SSSS( السنية لكل حافة مم الحافات أدنال4. أيضا مم ) 

tpptpnnpnmmn uzuzuzuzzyzyzyzyyxyxyxyx ,,,,,,,,,,, 111111111111 
فـــــــي ال اعـــــــدة  1هـــــــي  )()()( ,,, tprpnrnmr KBKBKB  وكـــــــل حافـــــــة تة ـــــــر فـــــــي الأكســـــــر رـــــــدارتيم مـــــــم
 4321 SSSSلال  فان  ؛ 

  tppnnmB KKKeef ,,,,4)(   

 إضافة لال  مم الر ولة اللح ع مم أن 
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GeGb

GeGb

GeGb

GeGb

efB  

}b(G2,)b(G2,)b(G1,)b(G,4max(1{هي  Bلأجل ذل  السنية لل اعدة  4321 ++++ 
 وب اا يلم البرهان.

 (:1نتيجة )

,,,3موجـــــب  لكـــــل عـــــدد صـــــحيح tpnm  4فـــــان)( m +++ tpn PPPPb  والمرـــــاواة تلح ـــــع عنـــــدما ي ـــــون
5, tm 6و, pn. 

 البرهان :
 (1مم المبرهنة ) 

4)( m +++ tpn PPPPb               …(6) 

tpnمـــــــــم الرـــــــــ ولة إثحـــــــــات أن  PPPP +++m  ي ـــــــــون  [13]ريـــــــــان غيـــــــــر مرـــــــــلو  وعليـــــــــه بموجـــــــــب م لـــــــــيم
3)( m +++ tpn PPPPb  3لقيم,,, tpnm. 

)(3نفر  أن  m =+++ tpn PPPPb ؛ وللكمrB هي ال اعدة المطلوبة لـtpn PPPP +++m  وعليه فان 
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1)(1111

1)()( mm
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ptnpmn

tpnmptnpmntpnmB

PPPPVPPPPEB

r

tpntpnr

 

 هو rBفي ال اعدة المطلوبة  3الآن عدد الدارات اللي بطول 
                            6221)1(2)1(2)1( −+++=−+−+−+− tpnmtpnm 
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 ، وبما أن فأكسر 4وبقية الدارات بطول 

                                      , )(.
)(dim

1

GEbC
G

i

i 
=



 

 فان: Gهو العدد الأساس للبيان  bوان  iCيرمز إلى طول الدارة  iCحيث 

])1()1()1(

)1[(3)622(3)]622()3[(4

ptnpmntpn

mtpnmtpnmptnpmn

+++−+−+−

+−−++++−+++−−++ 

 أ  أن
tpnmptnpmn 45546 ++++++   

,5تلح ع عندما  لملحاينة أعلال لاالآن؛ يم ننا بر ولة اللح ع بان ا tm 6و, pn  وعليه فان 
6,5,4)( m +++ pnandtmPPPPb tpn       …(7) 

 ( نحصل على المراواة.7( مع )6وبربت )

 ملاحظة:

nGGGنبرهم انـه إذا كانـ   1وبطري ة مشار ة لبرهان المبرهنة  ,...,, ومنفصـلة بالنرـحة للـرهوس  ريانـات ملصـلة 21
 3n، فان لكل 4تزيد عم  وكل من ا له   رة مولدة ردرجة لا

}.1-n2,3,...,i|2)b(G1,)b(G1,)b(G,4max{)...( in121 =++++++ nGGGb 
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