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ABSTRACT 

In this paper, we have used one of the preconditioned conjugate 

gradient algorithm with the Quasi – Newton approximation; namely the 

BFGS preconditioned algorithm which was suggested by (AL-Bayati and 

Aref, 2001). In this paper we have suggested a new algorithm for 

constrained optimization with robust numerical results, for solving 

constrained optimization problems. 
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 المشروط في الامثلية المقيدة  BFGS استخدام تحديث
 

 بان احمد متراس      عباس يونس البياتي
 جامعة الموصل ، كلية علوم الحاسبات والرياضيات 

 

 26/1/2004تاريخ قبول البحث:                  12/3/2003تاريخ استلام البحث:
 الملخص

تقريبات     لمترافق المشروطة معخوارزميات التدرج ا  إحدىفي هذا البحث تم استخدام 
 Al-Bayati)        لالمتوازيـة والمقترحـة مـن قبالمشروطة و  BFGSاشباه نيوتن وهي خوارزمية 

and Aref, 2001)  في حل مسائل الامثلية المقيدة واقتراح خوارزمية جديدة في هذا المجال. تم
النتائج العددية كفاءة الخوارزمية  وأثبتتاختبار الخوارزمية المقترحة على بعض المسائل المقيدة 

 التي استخدمت لحل مسائل الامثلية المقيدة. الأصليةالجديدة مقارنة" مع الخوارزميات 

 .BFGSو تحديث  QN: الأمثلية المقيدة، شرط الكلمات المفتاحية
                                                                                        Introductionالمقدمة:1.

 ة:لآتيلدينا مسألة الامثلية المقيدة ا

                    
Ikxcts

xf

k  ,0)(..

)(min
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، من الأعداد الصحيحة الموجبة  مجموعة منتهية I. ولتكن E الى nEهي دوال من  kcو  fحيث ان 
 حيث : Fلى فترة مفتوحة هي دوال قابلة للاشتقاق مرتين ع kc(x)و  f(x)بفرض 

            }Ik,)x(c:Ex{F k
n = 0                              …(2) 

 حل لمسألة مقيدة عامة باستخدام دالة هدف محورة  إيجادمن الممكن 
             )x(rB)x(f)r,x( +=                                                   …(3) 

هو دالة   B(x)( والحد الثاني control parameterرف على انها معلمة سيطرة )تع r أنحيث 
Barrier  القيمة الابتدائية .r  تعتبر ذات اهمية في اختزال عدد التكرارات لتقليل الدالة),( rx  .

كانت ( و 1968( في عام )Fiacco ) ,( McCormickالعالمان ) هااقترح 0rالقيمة الابتدائية 
 كالاتي:

              
)x(B)x(B

)x(B)x(f
r

T

T




=0                                                       …(4) 

 Bayati and -(Al( وBayati and Hamed , 2000)-Alع راج  0rوتم ايجاد عدة بدائل لقيمة 

Hamed , 1999). 
 مشروطة المقترحة من قبل  المتوازية وال BFGSفي هذا البحث تم استخدام خوارزمية 

(Al-Bayati and Aref , 2001.في حل مسائل الامثلة المقيدة ) 
 . خوارزميات التدرج المترافق المشروط مسبقا":2

Preconditioned Conjugate Gradient Methods (PCG) 

 والتدرج المترافـــــــق  Quasi-Newton (QN) -نيوتن أشباهخوارزميات  

Conjugate Gradient (CG)   في تطبيقات الدوال العامة لها مساوئ ومحاسن عملية, حيث ان
)وتتطلب حسابات اقل لقيمة الدالة المعينة( من خوارزميات التدرج المترافق  أسرع QNخوارزمية 

تكون متتابعة من مصفوفات متناظرة، مربعة وموجبة قطعاً ، خوارزميات  QNكذلك خوارزميات 
لا يكون استعمالها فعالًا بسبب الخزن في حالة تزايد عدد المتغيرات بشكل  المتري المتغير المحدود

المطور تسمى  CGاطرادي، ولهذا تم التطرق الى صنف جديد من خوارزميات التدرج المترافق 
ان مصفوفة   إذ(. فكرة الاشتراط هي لتحويل المسألة، PCGخوارزميات التدرج المترافق المشروط )

Hessian متحولة تمتلك القيم المميزة المتجمعة وتكون حسنة الشرط للمسألة الwell – 

conditioned ( الغرض من خوارزمية .PCG هو لحفظ متطلبات الخزن من رتبة )n   مع تحسين
 Buckely and)تقارب الخوارزمية ولمزيد من المعلومات في هذا الصدد يمكن الرجوع الى 

Lenier, 1983 ; Nazareth, 1979) كن الرجوع الى كذلك يم(Buckely ,1978; AL- 
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Bayati and Mohammed Ali, 2002)  في خوارزميات PCG  وحيث ان اتجاه التدرج
 المترافق يتولد بالاعتماد  على تحويلات المصفوفة.

 :PCGفكرة خوارزمية التدرج المترافق المشروط مسبقا"  1.2
The Idea of the PCG Algorithm: 

 ,Axelssonالقياسية والتي اقترحها في البداية )  CGخوارزمية    PCGطورت خوارزميات  

( واستعملت في حل انظمة المعادلات الخطية، فكرة الاشتراط امتدت مباشرة لحل المسائل 1974
 غير الخطية. 

هذا النوع من خوارزميات التدرج المترافق يكون ملائماً للمسائل التي تكون متغيراتها كبيرة. 
من   nقط لعدد قليل من المتجهات المطلوبة لحل المسألة التي تتكون من  هذا بسبب الخزن ف

 المتغيرات.
ليست فعالة دائماً لكن الاشتراط يستعمل المصفوفة المناسبة   الأصلية CGخوارزمية إن 

عن طريق تحويل المتغيرات ، بينما يحافظ على الخواص  CGالتي تعجل التقارب في خوارزمية 
المتولدة  Hessianالمصفوفات المشروطة على تقريبات معكوس أسست ارزمية. لهذه الخو  الأساسية

 QNوراء هذه الخوارزمية هي استخدامها تحسينات  الأساسية. لذلك فان الفكرة QNفي خوارزمية 
 . CGخوارزمية  لإسراع (VM),المتري المتغير

: تتكون اولاا ، (QNنيوتن ) أشباهخوارزميات مع مصفوفات  لإسراعهناك تقاربان واضحان 
. هذه الخوارزمية QNمع المتري المتغير المطور وباستعمال صيغة  CGمن تطبيق خوارزميات 

 Nazareth مرة العالم لأوليطلق عليها خوارزمية التدرج المترافق المشروط. بمصفوفة التي اقترحها 
 .(Al-Bayati and Sharef, 2001)طورها آخرون أمثال( ومن ثم 1979في )
التداخلية. هذه الخوارزمية تسمى  CG- QNهو صف من الخوارزميات المعرفة بـ  -رب الثانيالتقا

CG-QN ( المتداخلةInterleaved حيث اقترحها )لأول ( مرة العالم الكنديBuckely,1987 )
 Buckely andو ))  Nazareth and Nocedal, 1982( و )Shanno, 1981وطورها )

Lenir, 1983( و )Liu and Nocedal, 1988  و ) 
(Al-Bayati and Mohammed Ali, 2002. ) 

 نيوتن بوجود الاشتراط المسبق:  أشباهتقريبات  2.2
Preconditioning with Quasi – Newton Approximations 

فعالية الاشتراط تتطلب و .  أدائهاالاشتراط في خوارزميات التدرج المترافق يعني تحسين 
ويمكن جمعها في طريقة خوارزمية   أحيانافرة اية التي تكون غير متو معلومات عن المشتقة الثان

QN فإن مؤقتاً لهذا إهمالهايمكن و . مسببات الخزن n×n  من تقريباتQN  يمكن استخدامها مع
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 لتقريب معكوس kHبعض الشروط الموضوعة عن خط البحث والدوال غير الخطية ، المصفوفات 

Hessain مصفوفة الشرط  فإن ظرة. عموماً تكون موجبة التعريف ومتناH   يجب ان تستخدم في كل
 مكان للحصول على التوقف التربيعي مع خوارزمية التدرج المترافق.

-Al).            وع الىـيمكن الرجفماذج غير التربيعية للنماذج التربيعية, اما في الن بالنسبةهذا 

Bayati and Al-Assady, 1997)  
 الذاكرة : محدودة QNتقريبات 2.3 

Limited – Memory Quasi – Newton Approximations  

ويمكن اعتبار  ،  QNمعنى اخر للاشتراط مع تقريبات  QNتحديد الذاكرة لتقريبات أثبت 
الابتدائي مصفوفة متناظرة وموجبة التعريف يمكن خزنها في  Hessianتقريب معكوس مصفوفة 

تكون مصفوفة   ما ، عادةياتعملمن ال O(n)سعته  فرة حتى وان ضربت في متجهاالذاكرة المتو 
( بدلًا من العناصر التطويرية الواضحة التقريب،  diagonal or bandedقطرية او شريطية )

( Shanno, 1982التطوير تماماً بواسطة خزن المتجهات مع المعلمات التي تعرف بتطوير )يكون و 
مجموعة الازواج من المتجهات والمعلمات بدلًا تخزن التقريب الابتدائي خزناً قليلًا، و يتطلب ولهذا 

محدود   QNالتقريب الذي يخزن في هذه الطريقة هو تقريب والخزن ذو  .nxnمن مصفوفة سعة 
 -ALر )خطوتين لمزيد من المعلومات انظال وخزن ذوالالخطوة الواحدة  وخزن ذالالذاكرة. وهناك 

Bayati and Ahmed, 1997 .) 
 Improved BFGS Algorithm      المطورة:  BFGSخوارزمية   3.

 ksبدأ من نقطة اختيارية لاتجاه البحث نفي خوارزميات المتري المتغير المشروط المعروفة 
 وتحسب  k -عند التكرار

          )x(fHs k
k

k −=                                                         …(5) 
نقطة التكرار  kx و لدالة المصغرة )على فرض انها مستمرة وتملك مشتقة ثانية(ا f حيث ان الدالة

  k+1xنقطة التكرار التالي  kxعند  Hessianالتقريب الى معكوس مصفوفة   kHو  المتداولة ،
 نحصل عليها من : 

             
k

k
kk sxx +=+1

                                                          …(6) 
. أخيرا" ، نطور kxمن  ksعلى طول اتجاه البحث  fتقوم مقام التقريب في تصغير  kDحيث ان 

kH   الى المصفوفة إضافتهابواسطة kD   ة لكي نحصل على ياو الثانية التصحيح الأولىمن الرتبة 
             Hk+1=Hk+Dk                                                                    …(7) 

 تعتمد على   kDحيث ان 
              

kkk xx −= +1
                                                          …(8) 
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        )x(g)x(gy kkk −= +1
                                                        …(9) 

x(f)x(g(حيث      = . 
 Fletcher)   أهمهامن   kDة يالعديد من الاختيارات الممكنة للمصفوفة التصحيحهنالك  

and Powell, 1963 ; Broyden, 1970 ; Davidon , 1959 ; Al-Bayati, 1991 ). 

  BFGSنختار اولًا مصفوفة الرتبة الثانية المطورة 
 :الآتيتعرف بالشكل  kD ان حيث

      Tkk

kTk

Tkk

k
k

Tk

k
Tkk

k
k )w(w

y)(

)(

yH)y(

H)y(yH
D +




+=                               …(10) 

 عندما 

      













−




=

k
k

Tk

Tk
k

kTk

k
k

k
Tkk

yH)y(

)y(H

y)(
)yH)y((w 2

1  

 لكي نحصل على   k+1s مع طريقة التدرج المترافق عن طريق اتجاه البحث k  Hويمكن تطوير 

        
k

KTk

k
k

Tk
k

k
k s

g)g(

gH)g(
gHs

1
1

1
1

1
1

+
+

+
+

+
+ +−=                                     …(11) 

 هي مصفوفة متناظرة وموجبة التعريف: k+1H ان حيث
 .Al-Bayati and Ahmed, 1996)انظر ) BFGSلمزيد من المعلومات عن خوارزمية 

 المتوازية والمشروطة مسبقا":  BFGS. خطوات خوارزمية  4
(Al-Bayati and Aref, 2001) 

 ( 1خوارزمية )
ئية وتكون عادة مصفوفة الوحدة مصفوفة ابتدا 0H ,نقطة اختيارية مناسبة 0xلتكن -:الخطوة الاولى

n,...,,  jمن الازاحات المستقلة  nتمثل  21
j

j eh=   حيثjh  .هو حجم الخطوة المناسبة 
x(gHs( -: الخطوة الثانية 0

1
0 −= 

k. احسب  k=1عندما  -: الخطوة الثالثة
k

kk sxx +=+1        , 
ELS)sx(fminargتحسب من  kحيث       k

k
k

k

=+


 

+راجع إذا كان  -:الخطوة الرابعة  )x(g k  عدد صحيح موجب .  توقف حيث    1
x(f),x(g),...,x(g),x(g(احسب في التوازي    -: الخطوة الخامسة kknkk 1, 

jkkjحيث  xx +=  ,)x(g)x(gy kkjkj −=  
n,...,,j,kjواحسب   21=   من خلال 
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kj

k
Tkj

k j
k

jTkj

j
k j

yH)y(

yH

)y(
−




=  

 وتحسن أن من خلال   

           Tkjkjk j
k

Tkj

k jTk

Tkk

kj
k

Tkj

k
Tkjk j

k
kk ))((yH)y(

y)(

)(

yH)y(

H)y(yH
HH +




+−=+

2

1

1  

 :احسب الاتجاه المطور   الخطوة السادسة

             k

KTk

k
k

Tk
k

k
k s

g)g(

gH)g(
gHs

1
1

1
1

1
1

+
+

+
+

+
+ +−=  

او        Powellاو استرجاع  k=1ن البداية بوضع عملية الاسترجاع م أجريت :  الخطوة السابعة
0)( 11 ++ k

k

Tk gHg   يضمن  الأخيرحيث ان الشرطkH .مصفوفة موجبة التعريف 
 ( حول موضوع التوازي . Al-Bayati and Aref, 2001لمزيد من المعلومات انظر )

 المتوازية والمشروطة المقيدة : BFGS. الخوارزمية المقترحة الى 5

 ( 2زمية )خوار 

 ( 1/ كما في خوارزمية ) والثانية الأولىالخطوة 
 : احسب   الخطوة الثالثة

          
=

+=

m

k

ik )x(cBr)x(f)r,x(

1

 

 .  cدالة رتبية الى  B{c}قياسي موجب و rحيث ان 
kاحسب   -: الخطوة الرابعة

k

kk sxx +=+1 حيث ,k        تحسب من 
                                 ELS)sx(fminarg k

k
k

k

=+


 

+افحص إذا كان  -: الخطوة الخامسة )x(g k  عدد صحيح موجب( .  توقف )حيث  1
 والا اذهب الى الخطوة السادسة.                            

x(f),x(g),...,x(g),x(g(احسب في التوازي    -: الخطوة السادسة kknkk 1, 
jkkjحيث                    xx +=  ,)x(g)x(gy kkjkj −=  
n,...,,j,kjواحسب                     21=   من خلال 

         
kj

k
Tkj

k j
k

jTkj

j
k j

yH)y(

yH

)y(
−




=  

 من خلال  kHوتحسن 
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           Tkjkjk j
k

Tkj

k jTk

Tkk

kj
k

Tkj

k
Tkjk j

k
kk ))((yH)y(

y)(

)(

yH)y(

H)y(yH
HH +




+−=+

2

1

1  

 :احسب الاتجاه: الخطوة السابعة 

             k

KTk

k
k

Tk
k

k
k s

g)g(

gH)g(
gHs

1
1

1
1

1
1

+
+

+
+

+
+ +−=  

 : افحص التقارب الخطوة الثامنة

اذا تحقق                  
=

=

m

k k

).(,
)x(c

r

1

010
 , توقف. وغير ذلك, إعتبر  1

10
1

k
k

r
r*,xx == +                           

 , واذهب الى الخطوة الاولى.  k=k+1بوضع                  

    Results and Conclusions      حسابات:            . النتائج وال5
31( دوال اختبار مقيدة معروفة بابعاد تتراوح بين 5تضمنت إختبارات المقارنة )   n  و

71  kc للتكـــرارات الكلي . تمت مقارنة هذه الخوارزميات بواسطة حساب العددnumber  of   

iteration  (NOI)    الدوالقيم لالكلي  العددمعnumber of function evaluation (NOF) 
+, ثم اخذ مقياس التوقف    )x(g k 1  . 

 من الخوارزميات التي تم اختبارها: انهناك نوع 
 . SUMTخوارزمية   (1)
 الخوارزمية المقترحة. (2)

 (. حيث يبين هذا الجدول ان نتائج 2(, )1ن )( تضمن مقارنة بين الخوارزميتي1جدول رقم )ال
 .  الأصليةمن نتائج الخوارزمية  أفضلالخوارزمية المقترحة 

إن فكرة الاشتراط المتوازي تم استخدامها هنا لاول مرة في الامثلية المقيدة حيث حصلنا على نتائج 
 مشجعة في التجارب العملية.  

, نلاحظ   NOI,NOF% لكل من 100بنسبة  SUMTطريقة  أخذنا( الى انه لو 2جدول )يشير ال
 . NOF% من 18و NOI% من 21ان الخوارزمية المقترحة تحتاج الى 
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Table (1) 
 SUMTمقارنة الخوارزمية الجديدة مع خوارزمية 

Test function 
SUMT algorithm 

NOI    (NOF) 
New algorithm 

NOI   (NOF) 

1. 32 (129) 26 (106) 

2. 24 (81) 21  (73) 

3. 37 (137) 27  (99) 

4. 13 (50) 10  (42) 

5. 39 (122) 31 (100) 

Total 145 (519) 115 (420) 
  

Table (2) 
 SUMT Algorithm New Algorithm 

NOI 100% 79.3 

NOF 100% 82.3 
 

         Appendix                      .الملحق7
Test functions 

(1) 2
2

2
1 12 )x()x()x(fmin −+−=                    s.p( 2,7)  

       s.t  
       12 21 −=− xx  
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x       
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1 xx)x(fmin −=  

       s.t 

      
0
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=+
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/)x(xx  

(3) 2
2

2
1 xx)x(fmin +=     s.p(0.9,2) 
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2
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2
1

21


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xx
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(4)  2
22

2
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