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ABSTRACT 

The conjugate gradient method is an important part of the methods of 

optimization that are not constrained by local convergence characteristics. In this 

research, a new formula for the conjugated coefficient is derived depending on the 

linear structure. The new method fulfills the regression requirement. In addition, using 

the Wolff search line terms, the overall convergence of the new method has been 

demonstrated. At the end of the research were presented numerical results that show the 

effectiveness of the proposed method. 

Keywords: unconstrained optimization, conjugate gradient method, sufficient descent 

property. 

 غير المقيدة في الامثلية الصيغة الجديدة للتدرج المترافق

 خضر عبوخليل  علي وليحسين 
 قسم الرياضيات

 كلية علوم الحاسوب والرياضيات
 ، الموصل، العراقجامعة الموصل

 23/09/2019 البحث: قبولتاريخ                                     25/08/2019 تاريخ استلام البحث:

 الملخص

، وان العامل المحليّة هالأمثلية غير المقيدة  بخصائص تقارب طرائقمِن  ء مهمجز  التدرج المترافق يقةطر 
جديدة للمعامل في هذا البحث، تم اشتقاق صيغة  . هو العامل الترافق في اتجاهات البحث يقةلطر الاساسي في هذه ا

المترافق اعتمادا على تركيب خطي. وتتحقق الطريقة الجديدة شرط الإنحدار. بالإضافة إلى ذلك وباستخدام شروط 
خط بحث وولف، تم إثبات التقارب الشامل للطريقة الجديدة. وفي نهاية البحث تم تقديم النتائج العددية التي تظهر 

 فعالية الطريقة المقترحة.
 .خاصية الانحدار الكافي، طريقة التدرج المترافق، الامثلية غير المقيدة :يةفتاحالكلمات الم

 (Introduction)   :مقـدمــةال 1

متج  ه حقيق  ي قيم  ة ص  غرم ش  املة عن  د ال لإيج  اد ةص  ممم  الت  درج المتراف  ق الخطي  ة ه  ي طريق  ة تكراري  ة  قطري  
nRx * أذا كان .RRf n :  التي يعبر عنها بالصيغة الآتيةتصغير دالة الهدف: 
(1) nRxxfMinimize  *,)( 
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أن طريقة التدرج المترافق لها القابلية عل ى تولي د مجموع ة متجه ات له ا خاص ية التراف ق المهمة من الصفات           
(Conjugacy إذ يمكنه  ا أن تحس  ب الاتج  اه الجدي  د ،)1kd    باس  تخدام الاتج  اه الس  ابقkd  والت  درج الح  اليkg ،

تحسب النقاط ان ويمكن kx: المتولدة الجديدة عن طريق المتسلسلة 
(2) 1 , 1,2,...k k k kx x d k    

)الاتجاه السابق( ولا نحتاج لمعرفة   kd)اتجاه الانحدار الشديد( و ( kg)ويختار بحيث يكون تركيباً خطياً من
0جميع الاتجاهات السابقة  1 1,  ,  ... ,  nd d d   1للمجموعة المترافقة؛ إذkd   .مترافق مع جميع الاتجاهات السابقة

 .Abbo, Laylani,   and Khudhur)ذه الطريقة تتطلب مساحة خزن وحسابات قليلة. نكتبوهذه الصفة تجعل ه

2016) : 
(3) 1 1 1k k k kd g d     

1kإذ    1تمثل كمية عددية، تحدد بحيث يكونkd  وkd وفة. نختار اتجاه البحث الأول مترافقين بالنسبة للمصف
0 عند النقطة الابتدائية 0d g  ( ،)اتجاه الانحدار الشديد(600Nocedal and Wright, 2 إن معدل .)

 .أكثر الصيغ شهرةار من التقارب لطرائق التدرج المترافق يكون خطياً ما لم يسترجع التكر 
1kالخيارات المختلفة للمعلمة     في خوارزميات التدرج المترافق التقليدية      

(Hestenes-Stiefel(HS)1952) 
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 Good Computational)   خواص حسابية جيدة اها تمتلكإحد لربط بين طريقتينهي ا الطرائق الهجينة

Properties)   ةتمتلك خواص تقارب شاملة قوي الاخرم و Strong Convergence Properties)وعليه .) 
 سيكية )التقليدية(. الكلا CG للاستفادة من السمات البارزة لخوارزميةفالخوارزمية الهجينة لها حافز قوي 
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((Andrei, 2011.  من الطرائق الهجينة من اجل الوصول الى افضل طرائق التدرج ت اهناك العديد من الاقتراح
وكما ان الخوارزميات الهجينة لها الحافز كفاءة الحسابية جيدة بشكل أساسي،  المترافق التي لها خواص التقارب و

الهجينة  CG  خوارزميات التدرج المترافق الكلاسيكية فنرم ان الخوارزمياتالكبير لتجنب الفشل ولتطوير اداء ال
 (Andrei, 2009a)احسن من الخوارزميات التدرج المترافق الكلاسيكية .

 .لحل مسائل الامثلية  اللاخطية وغير المقيدة مختلفةالالتدرج المترافق ق ائطر  اختلاف معامل الترافق

 (The Derivation of the New CG Formals)    تدرج المترافقلل اشتقاق الصيغة الجديدة2  

ان العامل الاساسي اعتماداً على تركيب خطي.   Dai and Liaالفكرة من هذا الاشتقاق هو تطوير طريقة         
                                                                                                                   : ان اي في طرائق التدرج المترافق هو العامل الترافق الاتجاهات البحث 

         0,T

k j kd H d k j                                                                              (4)  
يمكن اعادة  ,محدبة وبحث خطي تام في حالة دالة الهدف دالة تربيعية حة تكون صحي اعلاهنلاحظ ان المعادلة 

 :صيغتها كالاتي
)5(                                                                                           

1 0T

k kd y              
  :الاتيةبالصيغة erryP ( من قبل العالم الشرط الترافق ) قد تم تعميم 1978وفي العام  

 

                                                                                                       (6)    

الى الصيغة  Perryلمقترح من قبل بالتعميم الشرط الترافق ا 2001 في السنة  Dai And Laioقام العالمان 
                                       :الاتية

(7)                                                                         

                                      اقترح معامل الترافق التالية: اساسهاوعلى 

1g ( )T

k k k k
k T
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y t s
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                                       (8)  

                                                             على تركيب محدب نقترح الصيغة التالية: اعتماداً  الان,

 1g ((1 r) )T

k k k
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  :الخطوات الاتية نتبع ولايجاد قيمة  .حيث ان 

  1

1 1

1T

k k k

k k k

k k

g r y rs
d g s

s y



 

 
                  (9) 

 

  (نضرب المعادلة اعلاة في ) 
   

 نحصل على التالي:  ()  ب  عن مع بعض العمليات الجبرية وتعويض 
                             

                نحصل على الاتي:من المعادلة  اعلاه  
                                             (10) 

                                                         نحصل على قيمة (10)من المعادلة 
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(11) 
    

 

 ( KHC Algorithm)(  2.1)خوارزمية 

11، ضع  1x ,0اختر قيمة ابتدائية  : 1ة الخطو  fg    ,11 gd   1وk . 
إذا كان  : 2الخطوة 

kg , اذن توقفkx . 3إلى الخطوة  وإلا اذهب هو النقطة المثلى  
 .القويين Wolfeيحقق شرطي  0k: احسب طول الخطوة  3الخطوة

     1

T

k k k k k k kf x d f x c f x d      
2

( ) ( )  ,T T

k k k k k k
f x d d c f x d    

kkkk: احسب 4 الخطوة dxx 1  1. واحسبkf  1وkg   احسب ,kkk ggy  1  وkkk xxs  1 .            
 . )3(حسب المعادلة   احسب اتجاه البحث  :5الخطوة 

2إذا كان معدل التقارب  :6لخطوة ا

11 2.0   kk

T

k ggg  11تتحقق اذن ضع   kk gd   

 احسب قيمة ابتدائية : 7الخطوة 
















1

1

k

k

kk
d

d
  

1ضع  : 8الخطوة  kk  2واذهب إلى الخطوة.  
 بعض الخواص النظرية للخوارزمية الجديدة  3

 .الترافق خاصيةو  اصية الأنحدار من هذهِ الخوارزميةمثل خنبرهنها         
 (3.1النظرية )

 لفرضيات التالية على دالة الهدف سوف نفرض ا       

i)( مستوم المجموعة )vel SetLe )   يوجد مقيدة عند النقطة المعطاة. اي
        بحيث ان     B>0هناك ثابت موجب 

(iiدالة الهدف ) وتدرجاتها تكون مستمرة ,  لمستوم المجموعة  مستمرة وقابلة للاشتقاق في بعض الجوار
    بحيث ان , اي يعني يوجد ثابت (itz ContinuousLipschليبشتز )

(12)           

 باستخدام الفرضية , نحصل على الاتي:
 بحيث ان  يوجد ثابت

 )13(                                                                                               
(Jabbar, Abbo and Khudhur. 2018 )(Laylani, , Abbo, and Khudhur. 2018),. 

 (The Descent Property of the new formula)   للصيغة الجديدةخاصية الأنحدار   4

المقترحة  الجديدة( للصيغة Sufficient Descent Propertyن خاصية الانحدار الكافي )برهن سوف
   :بالصيغة التالية  لخوارزمية التدرج المترافق خاصية الانحدار الكافيترافق ويعبرعن لخوارزمية التدرج الم

2

111   kk

T

k gcdg    for    0k    and    0c             (14)  

kk( Lipschizeشرط ) ومن جهة اخرم, يحقق لنا Lsy  نة التاليةالمتباي: 
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2

kk

T

k sLys   

(Laylani, , Abbo, and Khudhur. 2018) 

           (15)  

 (:lemma)(4.1)مأخوذةال

          بواسطة الشرح اثبتناقد  قد تحققت. لذا  (3.1) في النظرية (ii(,)i) نفرض ان الفرضيتين       
   

 البرهان:
                                                       من يمثل العنصر ذو الموقع  نلتك

                                                 
 

 كالاتي:فرضنا ان لدينا حالتين اذا 

 النتيجة صحيحة.بمعنى   اذن او   اولا: اذا كانت اما 

 :يوجد حالتان جزئيتان وهما اذن او  اذا كانت اما  ثانيا:

بحيث ان  و (Liptchizتحقق شرط ) و و اذا كانت 
                         :ه الىبتغير المعادلة اعلا 

                                          
                                                         لتكن  ويؤدي الى ان 

  لدينا تناقض                                        
بحيث ان  (.Liptchizمستمرة ) و اذا كانت 

  
                                                                                                 البرهاناذن انتهى  ايضا نحصل على تناقض. ليكن  اذن 

   (:4.2النظرية )
kd اتجاه البحث  kdلتكن  0k ( 3تتولد حسب الصيغة). ان حجم الخطوة نفرض k تحقق شرطا Wolfe 

 (.5لأنحدار الكافي )تحقق خاصية ا kd  القياسي عندئذ   
 البرهان:

 برهان بطريقة الاستقراء الرياضي: 
0فإن  1kعندما  -1

2

11111  ggdgd T  

 . k صحيحة لكل  (14)نفرض أن العلاقة 2-
1( عندما 5نبرهن صحة العلاقة ) -3 kk  1وذلك بضرب طرفي العلاقةkd    بT

kg 1 نحصل على  
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 اعلاه نحصل على  بسيط المعادلةتو 
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  غة الاتية:فنحصل على الصي   ونفرض ان   ل الجزء السالب من المعادلة اعلاهنهم
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2 1 1
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T k k k k
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الصيغة الاتية ستخدام ن
1

T T

k k k ks y s g   :في المعادلة اعلاة نحصل على التالي 

                           2 1
1 1 1

T T
T k k k k
k k k T

k k

y g s y
d g g c

s y


        

        

                                                   :نبسط المعادلة اعلاة نحصل على التالي
  

2

1 1 1 1

T T

k k k k kd g g cy g       
   نعوض عن  

1( )T T

k k ky g g                بما ان :
2

1 1 1 1 1(g g )T T

k k k k k kd g g c g        
                                                          2 2

1 1 1 1 1

T T

k k k k k kd g g c g g g        
 :هنهمل الجزء السالب من المعادلة اعلاو  ( فان 3,1باستخدام المأخودة)

  
2

1 1 1 1 0T

k k kd g g c       
                                                                                       

                                          (Convergence Analysis)                            التقارب تحليل  5

نحتاج  نبرهن ذلكل و يتقارب تقارباً مطلقاً  مع اتجاه البحث  KHCنبرهن في هذه الفقرة على أن طريقة 
 :التاليةإلى الفرضية 

 (Lemma)   (5.1)مأخوذة ال

، والمتتابعة ( تتحقق.13إن الفرضية ) سوف نفرض kx  إن  علية(, 2)تتولد منkd  اتجاه بحث منحدر
 إذ إن  .الاعتياديين (Wolfe) اتحقق شرط طول الخطوةو 

       (15)  
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k k
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T
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dg
   

التي تعد على قدر من الأهمية لبرهان التقارب  (Zoutendijk Condition)( تسمى شرط 15)إذ إن المعادلة 
 (Zoutendijk , 1970)الشامل لخوارزميات الأمثلية. 

 (Lemma)   (5.2)مأخوذة ال

والمتتابعة  تتحقق, (1.3إن الفرضية )سوف نفرض   kx  إن  علية, (3)تتولد منkd  اتجاه بحث
            القويين (Wolfe) اطول الخطوة تحقق شرط kمنحدر و

     1

T

k k k k k k kf x d f x c f x d      

2
( ) ( )  ,T T

k k k k k k
f x d d c f x d     

(16) 

                                                                                                          ان:إذ 

) 71(   
 1

2

1

1

k kd
  

 نحصل على
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)81(     0inflim 
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 .الاتية ظرياتان نثبت الن نستطيع( 5.2)لذلك من خلال المأخوذة  ,الدالة المحدبة بانتظام
                                      ,(Khudhur. 2015) (Dai and Liao, 2001) 

 :(5.3) النظرية

والمتتابعة  (3.1ن الفرضية )أ سوف نفرض kx ( 2تتولد من ,)إن  عليةkd و اتجاه بحث منحدر 
k 

 Uniformly Convex) محدبة بانتظام f دالة الهدف نوأ ، (16) القويين (lfeWo) اتحقق شرططول الخطوة 

SFunction)   المجموعة في مستوم S , 0يوجد ثابت حيث . فانلذلك   0inflim 
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0lim( فان 5.2وباستخدام المأخوذة ) 


k
k

g.  

                                     (Numerical Results)  النتائج العددية   6

ت عليها من استخدام التي حصل KHC ةالجديد همقترحال ةلفقرة النتائج العددية للخوارزميسنناقش في هذه ا
 (Andrei,2008) .ةذلمجموعة من دوال الاختبار في الأمثلية غير المقيدة مأخو  الصيغة الجديدة للمعامل الترافق

الموضحة في و أدرجت ضمن هذه الرسالة  اختبار دالة (75) تم اختيار هالمقترح ةولتقييم أداء هذه الخوارزمي
 الملحق.

, 100تم اختيار الدوال للأبعاد   ... , 1000n مع  ةالجديد همقترحالة , وبمقارنة أداء هذه الخوارزمي
2هو  اتالخوارزمي لإيقاف تكرارات المستخدم مقياسال ND, CC خوارزميات 610

k
g ،  وقد كتب البرنامج

إن دوال الاختبار تبدأ ،  (version 6.6.0) (FORTRAN 77) (Andrei)بالأعتماد على برنامج  بلغة فورتران
 وعن طريق البرنامج (3و)(2)و(1) شكالعادة بنقطة البداية القياسية وخلاصة النتائج العددية دونت في الا

(Matlab R2009b)،  ّطريقة ل  دولان و موربالاعتماد على  مقارنته إن مقياس تقييم الخوارزمية تم(Dolan and 
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more) حة مع خوارزمياتلخوارزمية المقتر لمقارنة كفاءة ا ND, CC750 .عرفp  كمجموعة
pn  من دوال

عدد الخوارزميات المستخدمة.  لتكن 4Sالاختبار و
,p sl  يمثل عدد مرات إيجاد قيمة دالة الهدف من قبل

 .pلحل مسألة  sالخوارزمية
,

, *

p s

p s

p

l
r

l
 

*حيث ان 

,min{ : }p p sl l s S  من الواضح ان ., 1p sr  لكل قيم,p s اذا فشلت الخوارزمية في .
p,حل المسائل فأن النسبة sr ساوم الى العدد الكبيرتM ،خاصية الكفاءة للخوارزميةs  تعرف كدالة توزيع

p,المتراكم على نسبة الكفاءة sr  
,{ : }

( ) p s

s

p

size p P r

n


 

 
 

ستخدم . خاصية الكفاءة يمكن أن تsاح افضلية الخوارزميةيمثل النسبة المئوية لنج sp(1)من الواضح
ايضاً في تحليل التكرارات، عدد قيم التدرج ووقت المعالج، بالإضافة للحصول على الملاحظات الواضحة في 

 (E. D. Dolan and J. J. Mor´e.2001) ي،سالمخطط الاتي الاحداثيات الافقية ومقياس الاس
 

 

  مقارنة الخوارزميات المختلفة للتدرج المترافق  :(6.1) الجدول
Fg iter Algor Dim Function No. 

35 

38 

35 

19 

22 

19 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Extended 

Trigonometric 

1 
67 

2017 

64 

40 

2002 

36 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended 

Trigonometric 

16 

49 

16 

9 

25 

9 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Extended 

Penalty 

2 
23 

1870 

23 

12 

82 

12 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended 

Penalty 

10 

10 

10 

5 

5 

5 

Cc 

Nd 

Kh 

100 Raydan 2 

3 
10 

10 

10 

5 

5 

5 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 Raydan 2 

20 

58 

20 

11 

29 

11 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Extended Himmelblau  

HIMMELBC (CUTE) 

4 
36 

62 

22 

23 

31 

12 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended Himmelblau  

HIMMELBC (CUTE) 

18 

34 

18 

9 

17 

9 

Cc 

Nd 

Kh 

100 Extended PSC1 
5 

16 8 Cc 1000 Extended PSC1 
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1945 

16 

68 

8 

Nd 

Kh 

48 

71 

51 

26 

38 

28 

Cc 

Nd 

Kh 

100 ENGVAL1 (CUTE) 

6 
2429 

2206 

2205 

93 

108 

95 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 cENGVAL1 (CUTE) 

10904 

2032 

6313 

472 

2002 

340 

Cc 

Nd 

Kh 

100 BDQRTIC (CUTE) 

7 
95072 

2026 

85662 

2002 

2002 

2002 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 BDQRTIC (CUTE) 

20 

38 

18 

11 

25 

10 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Extended DENSCHNA 

(CUTE) 

8 
35 

38 

19 

22 

24 

10 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended DENSCHNA 

(CUTE) 

26 

163 

26 

14 

125 

14 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Extended DENSCHNC 

 (CUTE) 

9 
27 

171 

24 

14 

133 

13 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended DENSCHNC 

 (CUTE) 

45 

63 

43 

23 

37 

25 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Generalized 

Tridiagonal 1 

10 
169 

463 

113 

29 

52 

30 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Generalized 

Tridiagonal 1 

22 

2102 

24 

11 

2002 

12 

Cc 

Nd 

Kh 

100 Extended Tridiagonal 1 

11 
28 

2015 

24 

15 

2002 

12 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 Extended Tridiagonal 1 

12 

12 

12 

10 

10 

10 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Extended Himmelblau  

HIMMELBG (CUTE) 

12 
12 

12 

12 

10 

10 

10 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended Himmelblau  

HIMMELBG (CUTE) 

47 

79 

48 

23 

39 

24 

Cc 

Nd 

Kh 

100 FLETCHCR (CUTE) 

13 
60 

63 

56 

30 

33 

31 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 FLETCHCR (CUTE) 

24 

157 

14 

123 

Cc 

Nd 
100 

Extended Block-

Diagonal BD2 
14 
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25 15 Kh 

24 

167 

27 

13 

131 

15 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended Block-

Diagonal BD2 

37 

34 

37 

21 

20 

23 

Cc 

Nd 

Kh 

100 
Extended 

DENSCHNF(CUTE) 

15 
44 

39 

38 

24 

22 

23 

Cc 

Nd 

Kh 

1000 
Extended 

DENSCHNF(CUTE) 

 

 

 

 

  
مقارنة بين الخوارزميات في عدد مرات  (2شكل )

 حساب الدالة
 مقارنة بين الخوارزميات في عدد التكرارات (1) شكل

 

 

 

 مقارنة بين الخوارزميات في الوقت (3)شكل 
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