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ABSTRACT 

 The purpose of this paper is to study the crossed modules and 

crossed homomonphisms, and since these concepts are related to the group 

actions on groups we presented these types of actions. 
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 في المقاسات والتشاكلات التصالبية
 عبد فتحي إدريسعبد العالي جاسم محمد                                منال 

 كلية التربية                                   كلية علوم الحاسبات والرياضيات                
 جامعة الموصل         جامعة الموصل                                           

 05/03/2007: تاريخ قبول البحث                     2006/ 11/ 22: تاريخ استلام البحث
 الملخص

الغررررر  مررررب ثرررردا البحررررس ثررررو اكاسررررة المةاسررررات والت ررررا  ت الت ررررال ية  ول ررررلة ثررررد ب 
 .الأفعالالزمر على الزمر فةد استعرضنا ثدا النوع مب  بأفعالالمفهوميب 
 الزمر  المةاسات  الت ا  ت  الت الب.مفتاحية: الكلمات ال

 :المقدمة-1
الكثيرررر مرررب  اريرررات الزمرررر  ولاصرررة ال رررزل الرررد   تعامرررل مررر  الزمرررر  ترررل الح رررول علرررى

إن بعض المفاهيل )مثل العناصر   إذ مب اكاسة زمر التباا ل. بالأصلتل الح ول عليه    إذالمنتهية  
 [10]ارية الزمرر الم رراو ولكنهرا واضرحة فري زمرر التباا رل الثابتة والعناصر المث تة( لا تاهر في  

الزمرر المنتهيرة علرى م موعرات منتهيرة أرد بردأ بتعرير  فعرل  أفعراللدا فمب الط يعي أن يكرون مفهروم 
 Xزمرو التباا ل على   xS  إلى   Gعلى ا ه ت ا ل زمر  مب   Xعلى م موعة مثل  Gزمرو مثل  

 . 
  Kعلرى   Kم موعرة الت را  ت مرب   AutKزمررو فران   Kو  Hكرل مرب   عنردما تكرون 

  Kعلرى الزمررو   H  لدا فا ه يمكب الةول بران فعرل الزمررو   xSثي زمرو جزئية مب زمرو التباا ل 

 .AutKالزمرو  إلى  Hثو ت ا ل زمر  مب الزمرو 
 رر مررب التط يةرات التري لهررا اكتبراي ك يرر فرري اكاسرة المةاسرات والت ررا  ت الت رال ية تعت إن
 الزمر على الزمر. أفعالمفهوم 
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                             أفعال الزمر على الزمر-2

 

الزمررر علررى الزمررر مكافعررا للتعريرر  الررواكا فرري المةدمررة  كرردل   لأفعرراليةرردم ثرردا ال نررد تعريفررا 
يررة والحرررو والمنتامررة  لمزيررد مررب المعلومررات المتعد كالأفعررال الأساسررية سررتعر  بع ررا مررب المفرراهيل 

 . [1] [8] [10]الرجوع إلى 
 

 [10] -:2-1تعريف 
كران  إذا  Kعلرى الزمررو   Hللزمررو  أيسررثناك فعرل زمرتري  أنزمرو  ةول   Kو  Hلتكب كل مب    
Kkh وجرد عن رر وديرد مثرل  Kkو  Hhلكرل    2لكرل أنبحيرس,k1 k,k   K , H 

2,h1h, h  
  (i   ) kke =    (  ii )k1

h
2

h
)k1

h
(2

h
=   (  iii ) 2kh

1kh = )2k1k(h 
  

م موعررة  K( أ  اعتبرراك iiiال ررري ) إثمررال  وعنررد  H -زمرررو  Kبررالرمز   Kعندئررد سررنرمز للزمرررو 
 . Kيساك  على الم موعة   Hفعل الزمرو  أن ةول 

يمنى ثري  -H  لزمرو على زمرو  كما يمكب عد كل زمرو  الأيمبب وكو مماثلة  عرف الفعل الزمرتي  
 .Kkو  Hhلكل  kh 1−hk=  يسرى والعكس بالعكس وذل  وفق الةاعدو H-زمرو

 

 ( والتعري  الواكا في المةدمة. 1-2الم رثنة التالية تاهر الربط   ب التعري  )
 

       [10]:2-2مبرهنة
(i لتكب )K  زمرو -H فان لكل  hH  وجد تط يق  KK →hρ:  : معرف بالةاعدو 

kk h
h =)(   Kk  

AutkH   وثررردا التط يررررق ثررررو ت ررررا ل تةررررابلي كررردل  التط يررررق →:    المعرررررف بالةاعرررردو
h)h( =  لكرررلHh بلي للزمررررو  ثرررو ت رررا ل ويسرررمى التمثيرررل الت رررا لي التةررراH   المةتررررن

 (. Kعلى الزمرو H)فعل الزمرو  ثو الت اك ρبالفعل 
(ii)  لررتكب كررل مرربK  وH   زمرررو ولررريكبAutKH: →   ت ررا    فرران للزمررروH  فعرر  علرررى

h((kh)((k( معرفا بالةاعدو:      ) H-ثي زمرو K) Kالزمرو  =  لكلKk,Hh   

 . والفعل المةترن ثو 
                                                           [10] فس أسلوب ال رثان في   -البرهان:

 

Group actions on groups  
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 :2-3ملاحظة 
فعرل يسرمى ال  Kعلرى زمررو   Hزمررو   وجرد علرى الأأرل فعرل وادرد للزمررو    Kو    Hلتكب كل مب 

kkhمعرف بالةاعدو :  )Action)  Trivialالتافه   . Kkو  Hhلكل  =
كررون الفعررل التافرره ثررو الفعررل الوديررد لزمرررو علررى  إلررىالة ررية التاليررة تعطينررا ادررد ال ررروي الترري ترر ا  

 زمرو.
 (:2-4قضية )
 qعلى زمرو مرت تها  pفان الفعل الوديد لزمرو مرت تها   qp  أنبحيس   بأوليب   عدا  qو  pليكب 

 ثو الفعل التافه.  
 البرهان:
1qAutKزمرو اواكو. لدا فان  فإ ها  qزمرو مرت تها   Kلتكب  −= . 
kK أنزمرو اواكو. لنفر   فإ ها pزمرو مرت تها  Hلتكب  hHو  = =. 
AutKHليكب  →:  فع  للزمروH   علرى الزمرروK لردا فران .ρ   ت را ل مرب الزمرروH  إلرى 
AutK1qqpHولكب  AutKالزمرو  =−= فان .ρ  غير متبا ب. لدا فإن Hker e . 
. أولريعردا  Hلان مرتبرة  kerρ=H يكرون  أنفا ه ي رب  Hزمرو جزئية مب الزمرو  ρ kerولكب 

exxلدا فا ه   ==
)(

kke(k)eρ(k). ومنها Hxلكل  
h
ρkh ==== 

rkrsوثكدا فا ه 
krk

sh == qr أنديس ,zrs+لكل    )()1( 0  لكلps 0. 
 ثو الفعل التافه فةط.                                   Kعلى الزمرو   Hفعل الزمرو  أنومنها  ستنتج  

د  والتعرررررر   (orbits)الزمررررررر المررررررداكات  أفعررررررالفرررررري  اريررررررة  الأساسرررررريةمررررررب المفرررررراهيل 
(transitivity) فعرل زمررو  أنوسرن د   أي االمهمة  الأفعالالمنتامة ثي مب  الأفعال. كدل  فان

 كا ت كلتا الزمرتيب مكو ة مب العن ر المحا د فةط. إذاوفةط  إذاعلى زمرو يكون منتاما 
 

 [7]: 2-5 تعريف
متعرديا(  Kتري علرى الزمر  H)فعل   transitive H-groupتسمى متعدية  فأ ها  -Hزمرو   Kلتكب 
  أنبحيس  Hh وجد  k1 k K,2  وان لأ  Kكا ت  إذا

21 kkh = . 
فرررإن الم موعرررة  Kkلررريكب  =k{Hh:kh }  تسرررمى مرررداكk   وسررروف  رمرررز لم موعرررة
[K]1فةط إذا كان  إذامتعدية  H- ثي زمرو  K. لدا فان [K]بالرمز  Kمداكات  = . 

 فان H- زمرو   Kلتكب  :2-6قضية مساعدة 
(i )eeh )Hh    (    ii))1(1)لكل  = −=− khkh    لكلHh  وKk. 
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-البرهان:  
(i ليكب    )AutKH: →  ثو فعل الزمرو -H  على الزمروK  :معرف بالةاعدو 

h
ρ

(h)
ρ  Hhلكل   =

:KKديس 
h

ρ kh(k)ثو ت ا ل تةابلي معرف بالةاعدو   → =
h

  لكلKk . 

=eh(e)لدا فان 
h

 ولكب .e(e)
h

ρ لكون    =
h

  أنت ا ل وثدا معناه eeh =  
(ii )(e)=e   h) = 1-(kkh =− )1(khk)h( كل لKk  وHh   

                         )h(kh=  1-k)-1(. لدا فا ه  kh)-ehk) = 1-(khk) = h) (1= (e)وكدل  
 -: 2-7قضية مساعدة 

 فإن -Hزمرو  Kلتكب 
(i ){e}    =e  
(ii  ) ke  كان  إذا وفةط إذاek =  

 مباشر -:ال رثان
 [10] :2-8تعريف
stabيةررال للم موعرة  Kkولريكب  H-زمرررو   Kلرتكب 

H

(k)={hkkhH: =}  بالم موعررة

 . kالمث تة للعن ر 
 

 [7]:  2-9تعريف
ثررو فعررل دررر(  Kالزمرترري علررى  Hفعررل  أو) (free H-group)درررو   -Hثرري زمرررو  K أن ةررول 

stabعندما يكون 
H

(k)={e}   لكلKk 
 

 [7] :2-10تعريف  
 كان ثدا الفعل متعديا ودرا. إذا  (Regular)يسمى فع  منتاما   Kعلى الزمرو   Hفعل الزمرو  إن

 : 2-11قضية 
   H={e}و   K={e} وفةط إذا كا ت إذايكون منتاما   Kرو على الزم  Hفعل الزمرو 

 

  البرهان:
 .ا.لدا فان ثدا الفعل متعد ودرمنتام Kعلى الزمرو  Hليكب فعل الزمرو 

ek أنبحيس  Kk. لدا فا ه  وجد على الأأل عن ر مثل K {e}أنلنفر    . 
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 أنبما  ke  فان   ke   وثدا  نراأض فرضرية كرونK   يكرون  أنمتعدية.لردا ي ربK={e} .
)ولكون الفعل درا فا ه  والآن )  ek = stab

H

  Kkلكل   

 أنلنفر    eH  وجد عن ر مثل  هدا فا ل Hh  أنديس eh   . 
eehلكون   (e)فإن  =

H
stabh   أن إلىوثدا   ا }{(e)stab

H

e. 

 فع  درا.  Kعلى الزمرو   Hوثدا مناأض لكون فعل الزمرو 
يكون  أنلدا فا ه ي ب  eH =. 

 أن فررر   الآن eK و  = eH  H  ومنهررا فعرررل ثررو متعررد ودرررر Kعلرررى  Hلرردا فررران فعررل  =
 .                                                              منتال  Kعلى 

 

                                المقاسات التصالبية -3
 إذالعد رررررررررد مرررررررررب العلمرررررررررال والبرررررررررادثيب  داررررررررري مفهررررررررروم المةاسرررررررررات الت رررررررررال ية باثتمرررررررررام

 اكاسرة ثردا المفهروم  واكع بعردثا مرب أ رل  إلرىمب تطرق  أوائلمب   J.H.Whitehead   [2]يعد

K.J.Norriv, R.Brown   [3][4][9]كما في  وآلريب. 
 

 [3] -:3-1تعريف
):P)Mالمةرراع الت ررال ي  →=  (رمررز لرره بررالرمز أديا ررا  ),P,M(  يتكررون مررب الت ررا ل و

PMالزمر   →:  م  فعل ايمب للزمروP   على الزمروM  نابحيس  تحةق ال رط: 
μ(m)p1p)pμ(m −= (CM1):  
mn1n(n) −=m(CM2):   

Mn,m,Ppلكل   
 

 : (3-2)ةأمثل
للمةاسررررررررات الت ررررررررال ية و  رررررررردثا فرررررررري  الأساسررررررريةال  ريررررررررة  الأمثلررررررررةبعررررررررض  أتيفيمرررررررا يرررررررر   
 . [2][3][4]الم ااك

:)P)M0ولريكب  P-ثري زمررو  Mلتكب الزمرو الابداليرة  -1 ثرو الت را ل ال رفر   0ديرس   =→
e0(m)المعررف بالةاعردو:  مةراع ت رال ي  ردعى بالمةراع الت رال ي   Mفرإن   Mmلكرل   =

 ال فر .
 -بالفعل الاأترا ي :  -Pزمرو    Mولتكب   Pزمرو جزئية سوية في   Mلتكب 2- 

mp1ppm MmP,p   لكل    =−  

Crossed  Modules   
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P)M:(iفإن التط يق الادتوائي   ةاع الت ال ي الأأترا ي.ثو مةاع ت ال ي  دعى بالم  =→
MM:mزمرو و   Mلتكب -3 →  ت ا   تةابليا ذاتيا االليا ديس 

1mtm(t)m
−=   لكلMtm, . 

:Aut(M)Mوليكب الت ا ل  → بالةاعدو  امعرفm =(m)  لكلMm  . 
 بالةاعدو:  امعرف Mعلى الزمرو  Aut(M)وليكب فعل الزمرو 

mt1t
)(

tm −==
mt


   لكلMtm, .     فإن 

Aut(M))M:( →=   
 ثو مةاع ت ال ي  دعى بالمةاع الت ال ي الداللي.

 : 3-3قضية 
P)M:(μلررتكب ):M)P ت ررا ل تةررال ي فررإن مةاسررا ت ررال يا وان  =→ 1 →= −  ثررو
)()(  ت ال ي بالفعل المعرف بالةاعدو: مةاع 1 mpmpm  PpM,mلكل  =− . 

 البرهان:
بالفعرل المعررف أعر ه   M-ثري زمررو  Pت را ل تةرال ي.  أي راثرو -1ت ا ل تةال ي فان   بما ان
  :لأ ه

(i) pepe(e)(e)p(e))p1(eeP ===−=         

(ii)    221
m

))
1

(m)p1
1

(m(
m

)
m

(p  −=    

 )
2

(m)
1

(m)p1
1

(m)1
2

(m  −−=                              
=−=−−= )

2
m

1
(m)p1)

2
m

1
((m)

2
m

1
(m)P1

1
m1

2
(m 

)(
21p

mm                
                   

    

(m)p)p(m)p(p 21
1m

21  −=        
 (m)))p(m(m))()p(m( 2

1
1

1  −−=   mpmp
21

=                         
 

  دل  شرطا المةاع الت ال ي 
(CM1)








 −−=− (m)(n))1(m1)m(n))((1: 







 −−= nm)1(m1    

                                        (n))m(11mnm1m −−=−=  

))
1

(p1(p)1))
1

(p1((
)

1
(p1

p:(CM2) −=−−=
−


  

(iii) 
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1

pp1
1

p))
1

(p1(  ))p1
1

(p1( −=−−−=   
                                                                       Ppp,M,m 1     لكل   

  بحيرس ان  رواو   Pعلرى الزمررو  Mت را ل شرامل مرب الزمررو   عنردما يكرون لرد نا 
لتعرير  فعرل للزمررو  عنرد اسرتادام  ات رال ي امةاسر   جعرل  بالإمكرانفأن  Mمحتواو في مركز 

P   على الزمروM   يةالآتكما في الة ية:- 
  -:4-3قضية
PM  لريكب →:   ت را   شرام  بحيرس انcent M  ker  فرإنP):( →= M   

 ثو ت ا ل ت ال ي.
 

-البرهان:  
Mpm وجد  Ppشامل فا ه لكل  μبما ان    بحيس)p(mp =   . 

 بالفعل المعرف بالةاعدو.  P- ثي زمرو  يمكب ان   رثب على ان 
Pp,m  M   )p(m)(m )p1-m(

)(m
mpm p ==


  
 ان الفعل معرف تعريفا دسنا. إثبات: مب ال روك   ييأتوذل  كما 
(ليكب 

2
(m)

1
(mr   فان  ==

  (m1)=   (m2)    (m2)(   (m1)
-1) = e      (m2)   (m1

-1)   = e 

                              (m2 m1
-1) = e m2m1

-1 ker   

  دل  
 

 (i)   mr   =  m1
-1mm1 =  m2

-1 m m2  

        m =  (m2 m1
-1) m(m2 m1

-1) =  m(m2 m1
-1)-1 (m2 m1

-1) =  m 

m2m1
-1ker    cent (M) لأن   

(ii)  me =  m )eμ(m =  emmem 1− =  me
-1 me m =m      

    Mm      meker    cent ( M )  

  (m1),   (m2)P ,  mM لكل  
 (iii)  

)μ(m
)

1
mm1

1
(m

)μ(m
)

)μ(m
(m 221 −=  

                                    =  m2
-1 (m1

-1 mm1)m2 =  (m2 m1)
-1 m(m1m2) 

                                     =  m )( 21mm  =  m )()( 21 mm   

  (n) P ,m1,m2 Mلكل  
(iv) (m1m2) (m) =  m-1(m1m2) =  (m-1m1m) (m-1m2m)        
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 (m)
2m (m) 

1m =                        
 .   -Pثي زمرو   Mلدا فأن 

→ :M  ( =   لإثبات ان)P  موا ول ت ال ي  
(CM1):   (mp) =   (mP

m)=  (mp
-1m mp) 

                        =  (   (mp))
-1  (m) M(mp) 

                        =  p-1  (m)p 

(CM2): mμ(n)  =  n-1 mn  

 p P, m,n M  لكل   
 

                    التشاكلات التصالبية -4
وثرو  ألرروالمةاسرات الت رال ية مر  مفهروم  الزمر على الزمر أفعالكبطنا بيب  في ثدا ال ند
 الت ا  ت الت ال ية.

 [5] -:4-1 تعريف
:KHفب التط يق  H- زمرو  Kلتكب  →f   كان إذا ال يت ا يسمى ت ا 

(f(y))x  f(x)=f(xy)   لكل x,y H 
 

 -:4-2قضية 
KH:fوان  H- زمرو   Kلتكب   ت ا ل فإن: →

 (i) f إذا كان فعل الزمرو  ت ا ل ت ال يH   على الزمروK  .ثو الفعل التافه فأن 
 (ii )كان  إذاf   فإن فعل الزمرو  شام  ات ال ي  ت اH   على الزمروK  .ثو الفعل التافه 

 البرهان:
(i ليكب فعل الزمرو )H   على الزمروK   ثو الفعل التافه  فا ه 

= f(xy) لكل  x,y H  لدا فان f ت ا ل ت ال ي.  f(x) f(y) = f(x) x  (f(y)) 
(ii ) ليكبf    فا ه لكل عن ر شام  ات ال ي ت ا  k K   وجد عن ر مثل  y H 
  ات ال ي ت ا    fولكون  f(xy)  =f(x) f(y)  فان ت ا    fلكون  .f(y) =kبحيس ان  

     f(x) f(y)   xf(x)  =  (f(y))لدا فان      x f(xy) = f(x) (f(y))فان 

 .k  = kxا ه  إلى   وثدا   ا  f(y)x = (f(y))ومنها 
 و الفعل التافه.                    Kعلى   Hأ  ان فعل 

 

  -:4-3قضية 
 معرفا بالةاعدو: K x H  :H0f→ت ا   ت ال يا وليكب التط يق: f:H →Kليكب 

Crossed Homomorphisms  
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 (x) = (f(x), x) 0f  لكلxH   0.  فان f  .ت ا ل متبا ب 
 

 البرهان:
f0 (xy) = (f (xy), xy) =  (f(x) x (f(y)) , xy )                                              (i) 

                                  (y)          0(x)f 0= (f(x),x)(f(y),y) = f 
Hy,xلكل   

 ت ا ل.  0fلدا فان 
(ii)    ليكبHy,x   بحيس ان(y)  0(x) = f 0f   فإن(f(x),x)=(f(y),y)   

 متبا ب. 0fومنها    x=y لدا فإن 
 

  -:4-4قضية 
 شام . Of كان  إذا  ه شاملفأ ت ا   f:H→K كان إذا

 عن رر مثرل الأأرل وجرد علرى   K x Hمرب  (k,h)فا ه لكل عن رر  شامل  Ofبما ان   -البرهان:

  Hx  بحيس ان(x) = (k,h)Of  ولكب  (x) = (f(x),x)Of  لدا فأنf(x)=k. 
 شامل.                                             fأ  ا ه 

 -:4-5عريف ت
:HHKتعرف التط يق  H- زمرو   Kلتكب    →   بالةاعدو(k,h)=h 
Kk,Hh لكل  . 
 

   :4-6قضية
(i)  التط يق  ثو ت ا ل شامل 

(ii)  إذاوفةط  إذامتبا ب }KK={e.    
 

 -ان:البره
(i) μ  ((k1,h1) (k2,h2) = μ  (k1 

h1 k2,h1h2 ) = h1h2                                                                                                  

                            =μ  (k1,h1) μ  (k2,h2)       
 

 ت ا ل. لدا فإن 
 شامل  μلدا فإن    μ(e,h)=hفإن  Hhليكب
(ii ليكب )μ  فر  انامتبا ن  .Kk    فإنμ) H,eK( e   = ) H(k,e 

 .   KK = { e {وثدا معناه  Kk = eمتبا ب ومنها  μلأن   ,He ,K) =( eHe .(k(لدا فإن 

 (k1,h1),(k2,h2)k xHلكل  
  Hلل
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 .  h1h= 2فإن  μ) 2,hK(e   ) = 1,hK(e .  فر  ان   KK={ e {وبالعكس ليكب 
 متبا ب.  μ  فإن hKe )=(1,hK(e,2(لدا فإن 
 :  7-4مبرهنة 
KH:fلتكب  H0 ات ال ي ت ا   → if =  ديسh)h(iH   Hhلكل   =
 ال رثان:
  Hhلكل  

)h(ih)h),h(f())h(f()h)(f( H00 ====  

H0لدا فان   if =. 
 :  8-4مبرهنة
KH:fم موعة الت ا  ت المت البة   Aلتكب  :HKHم موعة الت ا  ت  Bو  → → 

))(h)hبحيس ان  =  لكلHh  فانBA =. 
 ال رثان:

BA:F عرف التط يق  0f)f(Fبالةاعدو  → Afلكل  =   
(i  ليكب ))f(F)f(F  فان  f,f'ديس ان  ='

'''

'
0

'
00

'

ff)h(f)h(f)h),h(f()h),h(f(

Hh)h(f)h(fff)f(F)f(F

====

====
 

 متبا ب. fلدا فان 
(ii  ليكب )B  وليكب)h,k()h( 11=  111فران h)h,k())h(()h)(( ===  ولكرب

h)h)(( =  لدا فانhh1 )h,k()h(. أ  ا ه = 1=  لكلHh. 
KH:fليكب  )h),h(f()h(تط يةا يحةق ال روي  → =  لكلHh 
Afفان   أ  ان( f  لكل )ت ا ل ت ال يHy,x   

)HK)xy),xy(f()y,x    (  f)تعري   = 
)  )ت ا ل               

)xy)),y(f())x(f(HK)y),y(f)(x),x(f(

)y()x()y,x(

x==

= 

)xy),y(f())x(f()xy),xy(f(لدا فان  x=  ومنها))y(f())x(f()xy(f x=  لكلHy,x    كدل 

Hh)h()h),h(f()h(f0 ==  0فرانf=  ومنهرا== 0f)f(F  لردا فرانF  شرامل. وثكردا
BAتةابل. أ  ا ه  Fفان  =. 
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د رررلنا عليهرررا فررري مةابلرررة كرررل ت رررا ل  A,Bالم مررروعتيب  ممرررا سررر ق   دررر  ان ع أرررة التةابرررل بررريب
KH:fت ال ي.  HKH:f0م  ت ا ل  → →. 
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