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ABSTRACT 

Let I be a right (left) ideal of a ring R. Then R/I is a right (left) generalized m – flat 

modules (GmF – module) if and only if for each a I , there exist b I  and a fixed 

positive integer m such that ( )m m m ma ba a a b= = . We study characterization and 

properties this class of flat modules, and we give the relation between this class and 

generalized m- flat modules and m – regular rings, reduced rings, reversible rings and 

uniform rings. 

Keywords: Moduls, flat, regular, reduced, reversible, uniform. 
 m  –حول المقاسات المسطحة المعممة من النمط 

 مها فرمان خلف زبيدة محمد إبراهيم
 كلية علوم الحاسوب والرياضيات

 ، الموصل، العراقجامعة الموصل
  15/02/2012تاريخ قبول البحث:                             22/12/2011تاريخ استلام البحث: 

 الملخص

 m –م ييام م يييمم معميي) منميي  (من ييير  ميي  الييي م   R/I. فيي    Rفييا الحل ييية  مثالييياأ منمييي  (من يير  Iلييي   
a  إذا وف ي  إذا ايا  ل ييل  GmF–(م يام مي  اليي م   I يوجي ,b I   وعي   صييحيم موجيب  ا يm   بحييي

)إ   )m m m ma a b a ba= الم اسيات الم ييمحة وايفلع الع  يية  .نحي   سسي ا مميييوات و يوا  لييفا ال ي   ميي =
, والحل يات m  - والحل يات الم ظممية مي  الي م  m – ي  لفا ال    م  الم اسات الم يمحة المعممية مي  الي م  

 المخظولة والحل ات الع وسة والحل ات الموح ة.
 م اسات، م محة، م ظممة، مخظولة، ع وسة، موح ة.كلمات مفتاحية: 

 . المقدمة : 1
aل ييل.مظحاييي ة والم اسييات محا نيية حل يية ميميةييية Rحيي  فييا لييفا ال  R ,( )r aو( )l a   نشييير إليي

يي  ييي     aالظييال  امنمييي  والظييال  امن ييير ليي )علييي  الظييوالا , اميييا م ييرنا  يي )J R و( )N R   إليي  جيييفس جاكو  يييو
 وميموعة ال الع اصر المع ومة ال وى عل  الظوالا.

  نم   (ن رى  إذا اا  ايل مثيالا ريير صيأرم منمي  (من ير  Uniform بأنها حل ة موح ة ( R  ن ال للحل ة
ة لا محظييوم علي  ع اصيير ريير صييأري R  إذا ااني  Reducedبأنهيا مخظوليية ( Rللحل يية ن يال  [6]. مساسييا Rفيا 

aمع ومييية ال يييوى , مو بة ييياسة م يييرى ل يييل ع  ييير R   2إذا ايييا 0a 0aفييي      = بأنهيييا   Rن يييال للحل ييية  .=
0ab  إذا اييا  Reversibleع وسيية ( 0baيييي م  = a,ل ييل = b R[2] .. ييل ة ييال للييحيييييييي ييها  Rن ييييي بأنييييييييييي
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يو بفيع  اليم ي  ( ية  يييييييييييييييييييي بحيي   nيوجي  عي   صيحيم موجيب  Raإذا ايا  ل يل  ,  duo -(Weaklyحييييييييييييل ي
naن يييو   R [1]. مثاليييياأ منمييي  ومن ييير فيييا R  ن يييال للحل يييةR  ) بأنهيييا حل ييية ايييوا م  ييييوduo Quasi  اليم ييي  

, فيي    Rمثاليياأ منميي  (من ير  فييا الحل ية  I.لييي    [7](الي يرى , إذا ايا  اييل مثيالا منميي  (من ير  معميي) ليو مثيالا 
R/I م ييام م ييمم منميي  (من يير  إذا وف يي  إذا ل ييلa I  يوجيي ,b I   بحييي  إa ba= ( )a ab= 

aبأنها حل ة فيو  نظوميا  الم ظممية إذا ايا  ل يل R.ن ال للحل ة [5] R   يوجيb R   بحيي  مabaa =. 
ن يييال .   -والم ظممييية مييي  الييي م   m –معريأييياأ للحل ييية الم ظممييية مييي  الييي م   McCoyمعمييي   [4]فيييا الم ييي س 

a  إذا اييا  ل ييلm  )regular-m –بأنهييا حل يية م ظمميية ميي  اليي م    Rللحل يية  R  يوجيي  عيي   صييحيم موجييب
)ن و  م ظمماأ  maبحي  إ  m ا    )mmm baaa bل عض = R   وإذا اان .m   رير  ا ظة ع  ئف م يم

R   حل ة م ظممة م  ال م-.  

   m  –. المقاسات المسطحة المعممة من النمط 2
ع    ا   مع  mم و  ع  ما  m –فا لفا الب   م)  ساسة نوع م  الم اسات الم محة المعممة م  ال م  

 بعفاأ م   واصها امساسية. 

 2.1 :تعريف 

 m –م ييام م يييمم معميي) منميي  (من ييير  ميي  الييي م   R/I. فيي    Rمثالييياأ منمييي  (من يير  فييا الحل ييية  Iلييي   
a  إذا وف يي  إذا اييا  ل ييلGmF –(م ييام ميي  اليي م   I  يوجيي ,b I يم موجييب  ا يي  عيي   صييحm   بحييي

mإ  ma ba=( )m ma a b= . 
 مثال:

,  12فا حل ة امع ا  ال حيحة مةياس  0,4,8I م ام م مم لفلع لو م ام م    I/12Z. ف    =
 .G2F –ال م  

 [3] 2.2: قضية

0حل ة ع وسة , إذا اا  ل ل   Rلظ   a R   ولع   صحيم موجبn      ف ,( ) ( )n nr a l a=. 
 

 .GmF –ال فية الآمية معما الع  ة  ي  الم اسات اليم   والي رى م  ال م  

  :2.3 قضية
إذا وف ي  إذا ايا   GmF –م ام من ر م  الي م   R/I. ف    Rمثالياأ فا  Iحل ة ع وسة , ولي    Rلظ   

R/I  منم  م  ال م  م ام– GmF. 
 واضم. البرهان:

 :2.4 قضية
. فييي   ايييل GmF –م يييام منمييي  ميي  الييي م   R/M, ولييي    Rمثاليييياأ منميي  معمييي) فيييا  Mحل ييية و  Rلييظ   

 صأرياأ من ر له مع وم منم .ع  ر ليس  اسماأ 
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 البرهان:
0aنأظرض م    أظرض م لو ع  ر ليس  اسماأ صأرياأ من ر, و نaR R   لفلع يوج  مثاليياأ منمي ,

b, ف نيييه يوجييي  GmF –م يييام منمييي  مييي  الييي م   R/M, و ميييا م   aRنحظيييوم  Rفيييا  Mمعمييي)  M    وعييي
m, بحيي  إ   mصيحيم موجيب  ا ي   ma ba=  واليفم ييي م إلي  ( )1 0mb a− ع  ير لييس  a, بميا م  =

) اسيييييييماأ صيييييييأرياأ من ييييييير, فييييييي    )1 0b− 1b, وعلييييييييه نح يييييييل علييييييي  = M=   ,وليييييييفا ي يييييييا ض الأيييييييرض
aRإذاأ  R=  وعليهa . له مع وم منم  

 [7]:2.5 قضية مساعدة

)اوا م  يو اليم   , ف    حل ة  Rإذا اان   ) ( )N R J R. 
 
)ال فييييية الآمييييية مبييييي  الع  يييية  ييييي  جييييفس جاكو  ييييو    )J R  وميموعيييية اييييل الع اصيييير مع وميييية ال ييييوى
( )N R   فا الم اسات اليم   م  ال م– GmF . 

 :2.6 قضية
aيم يييي , ولييييظ  حل يييية اييييوا م  يييييو ال Rلييييظ    R,  وا R/aR   م ييييام منميييي  ميييي  اليييي م–GmF    فيييي ,

( ) ( )J R N R=. 
 البرهان:

)نأظرض م   )0 a J R    بما م ,R/aR   م ام منم  م  الي م– GmF  يوجي , b aR    وعي
mإ   , بحيييييي  mصيييييحيم موجيييييب  ا ييييي   ma ba= وليييييفا ييييييي م ,m ma ara=  لييييي عضr R  وعلييييييه ,
( )1 0mar a− ), ليييييفلع فييييي    = )1 ar− ليييييه مع يييييوم , و الظيييييالا ف نيييييه يوجييييي  ع  يييييرu R   بحيييييي  إ

( )1 1u ar− )مييييييي  جهييييييية اليميييييييي  نح يييييييل علييييييي   maو فييييييير ها فيييييييا  = )m m mu a ara a− مم م   =
0ma )إذاأ  = )a N R    ليييييفلع فييييي ,( ) ( )J R N R   و ميييييا م ,( ) ( )N R J R ) ح يييييب

)  , نح ل عل  2.6 ال فية الم اع ة ) ( )J R N R=. 
 :2.7مبرهنة 

/حل يية  يييو بفييع  , فيي   Rلييظ    mR a R   م ييام منميي  ميي  اليي م- GmF  ليي عض ,a R    ولعيي
maإذا وف   إذا  mصحيم موجب  ا    R . مثالا مظحاي 

 البرهان:
mI, بحي  إ  Rمثالا فا الحل ة  Iنأظرض م   a R=  حي ,a R   وع   صحيم موجب  ا يm  ,

2Iواضييم م   I   ميي  ناحييية م ييرى بمييا م .R/I   م ييام منميي  ميي  اليي م– GmF  ف نييه يوجيي ,mb a R 
mبحيييي  إ  m m ma ba a ra= r, لييي عض = R  ,  الآ .ma I   2وm m ma a ra I=   لييييفلع ,

2I I  2. وعليهI I=. 
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2I, نأظيييييييييييييييييييرض م  لإثبااااااااااااااااااات الع ااااااااااااااااااا  I=     و ليييييييييييييييييييي( )
2m m ma a R a R . الآ  ,  =

( )
2m m ma R a Ra R=   واليفم ييي م إلي  مm m ma a ca=  لي عض ,c R    ليفلع في ./ mR a R 

  .GmF –م ام منم  م  ال م  
 والحلقات الأخرى   GmF –. العلاقة بين المقاسات المسطحة من النمط 3

 m –والحل يات الم ظممية مي  الي م    GmF –فا ليفا الب ي  مي) إعمياع الع  ية ميا  يي  الم اسيات مي  الي م  
 والحل ة الم  ومة والحل ة الموح ة والحل ة المخظولة.

 
 . GmF–لحل ة الم  ومة والم اسات م  ال م  ال فية الآمية معما الع  ة  ي  الحل ة الموح ة وا

 [3]:3.1قضية مساعدة 
 ف   :, nومم ع   صحيم موجب  Raحل ة مخظولة , ف   ل ل    Rلظ  

1  ( ) ( )n nr a l a=  . 
2  ( ) ( )nr a r a=. 
3  ( ) 0n na R r a =. 

 :3.2 مبرهنة
  –م يام منمي  مي  الي م   R/M, حي   Rمثالياأ منم  معم) فا  Mحل ة ع وسة وموح ة نم   و Rلظ   

GmF   ف ,R  .حل ة م  ومة 
 البرهان:

0 نأظيييرض م  a R  وaR R  (ليييفلع يوجييي  مثاليييياأ منمييي  معمييي ,M  نحظيييومaR .  بميييا مR/M 
b, يوجييييييي  GmF –م ييييييام منمييييييي  مييييييي  الييييييي م   aR M    وعييييييي   صيييييييحيم موجيييييييب  ا يييييييm   بحيييييييي  إ ,

m ma ba= ولفا يي م ,m ma ara=  ل عض ,r R   بما م .R لا منمي  حل ة موح ة نم   ف   ال مثا
)فيها ن و  مساسياأ . لي    ) 0mr ar a R   , إذاأ يوج( )0 mx r ar a R    وم ه نح ل عل ,

0arx mxو = a z=  ليي عضz R  0, إذاأmara z 0ma وليييفا ييييي م إلييي  م = z x= , ليييفلع  =
( ) 0mr ar a R 0maحل ة موح ة و  R, بما م  = R     ف ,( ) 0r ar حل ة ع وسية  R. بما م   =

 ,( ) 0l ar vه مع يييوم منمييي  , وعلييييه يوجييي ع  ييير لييي  ar , 2.4, و(ح يييب ال فيييية  = R    بحيييي  إ
1arv ), و هفا = ) 1a rv M=  ولفا م ا ض , لفلعaR R=    1. الآ  , ليظar , و فير ها فيا  =
a   ميييييييييييييييييييييييييييييي  جهيييييييييييييييييييييييييييييية اليمييييييييييييييييييييييييييييييي  نح ييييييييييييييييييييييييييييييل علييييييييييييييييييييييييييييييara a=   ولييييييييييييييييييييييييييييييفا يييييييييييييييييييييييييييييييي م إليييييييييييييييييييييييييييييي ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0ra r a l a l ar r ar−  =  =   , لييييييييييييفلع 2.2, (ح ييييييييييييب ال فييييييييييييية الم يييييييييييياع ة  =
( )1 0ra− 1ra, إذاأ  =   حل ة م  ومة. Rله مع وم من ر و الظالا ف    aوعليه  =
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  :3.3قضية 
م ام منم  (من ر  م    R/I, ف    m –حل ة م ظممة م  ال م   Rإذا اان   , Rمثالياأ فا الحل ة  Iلي   

 .GmF –ال م  
 واضم.البرهان: 

 :3.4تعريف 
aإذا اا   Completely semi)-(primeبأنه   ه مولا مظم)  Rفا الحل ة  Iن ال للمثالا  R     وع

naبحي  إ   nصحيم موجب  I   يي م إل ,a I. 

 :3.5مبرهنة 
xول يل GmF –م يام من ير مي  الي م   R/I. في    Rمثالا   ه مولا مظم) فا  Iحل ة و  Rلظ    I 

), إذا وف   إذا  )mI r x R+  .mلع   صحيم موجب  ا    =
 البرهان:

x,  ونأظرض منفياأ  GmF –م ام من ر م  ال م   R/Iنأظرض م   I  يوجي ,b I  وعي   صيحيم
m, بحييي  إ   mموجييب  ا يي   mx x b=    فيي ,( )1 0mx b− ), وميي   ييي)  فيي   = ) ( )1 mb r x−   ,

)واو   )1 1b b= + ), وعليه  − )mR I r x= +. 
)نأظيييييييييييرض م   , لإثباااااااااااات الع ااااااااااا   )mR I r x= 1, فيييييييييي    + b c= b, حيييييييييييي  + I  و
( )mc r x  و فر ها فا ,mx ي اس نح ل عل م  جهة الm m mx x b x c= , ولفا ييي م إلي  م   +

m mx x b=  ولفا نع ا ,mx I   بما م .I    مثالا   ه مولا ميظم) , فيx I وm mx x b=  وليفا
  .GmF –ال م  م ام من ر م   R/Iيي م إل  م  

 

 نح ل عل  ال ظيية الآمية. 3.5ومبرل ة  3.3م  ال فية  

 :3.6 نتيجة
), فييي    Rمثيييالا  ييي ه موليييا ميييظم) فيييا  Iو  m –حل ييية م ظممييية مييي  الييي م   Rليييظ    )mR I r a= + 

aل ل I    ولع   صحيم موجب  اm. 
 

 .GmF –ة  ي  الحل ات المخظولة والم اسات اليم   م  ال م  ال فية الآمية معما الع   

 :3.7 قضية
حل يية  Rفيي    GmF –م ييام منميي  ميي  اليي م   R/M, حييي   Rمثالييياأ منميي  معميي) فييا  Mحل يية و Rلييظ   

)مخظولة إذا اا   ) ( )ml a r a    ولع   صحيم موجب  اm. 
 البرهان:

2, بحييييي  إ   Rع  ييير رييييير صيييأرم فيييا  aنأظيييرض م   0a ). فييي    = )a r a    الآ  , لييييي ,M 
)مثالياأ منم  معم) نحظوم  )r a   بما م .( )a r a M    ف ,a M   و ما مR/M   م يام منمي  مي
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bجيييييي  , ف نييييييه يو  GmF –اليييييي م   M   وعيييييي   صييييييحيم موجييييييب  ا ييييييm   بحييييييي  إ ,m ma ba=  وعليييييييه
( )1 0mb a− ), ولييفا يييي م إليي  م  = ) ( ) ( )1 mb l a r a−    إذاأ ,( ) ( )1 b r a M−    ,

1وم ها ي ظج  M  ا ض ل و  , ولفا مM R    0, لفلع فa   حل ة مخظولة. R, وعليه  =
 :3.8قضية 

). في   GmF –م يام منمي  مي  الي م   R/Mمثالياأ معم) حيي   Mحل ة و  Rلظ    )mr a  مرا ية جميع
). إذا اا  Rم ا ر فا  ) ( )aral m  ل لa R وm .  ع   صحيم موجب  ا 
 البرهان:

)نييييب م  نبيييرل   )mr a   مرا ييية جميييع م ا ييير. مولاأ نييي عا م( )m ma R r a R+ . إذا ايييا  ليييفا  =
)مثالياأ منم  معم) نحظيوم  Mالا عاع رير صحيم يوج   )m ma R r a+  ,  الآ ,R/M   م يام منمي  مي  الي م

– GmF    فيييييييي ,( ) ( )
n nm ma b a= ليييييييي عض ,b M   ولعيييييييي   صييييييييحيم موجييييييييب  ا ييييييييn  ولييييييييفا يييييييييي م

( ) ( ) ( )1 mn mb l a r a M−  =   3.6, (ح ييييب  فييييية R  1حل يييية مخظوليييية  , مم م M  ولييييفا ,
)م يا ض. وعلييه  )m ma R r a R+ ). الآ  , ن حيي   = ) 0m ma R r a , (ح يب ال فيية الم يياع ة  =

) . لفلع ف  3.1 )mr a  مرا ة جمع م ا ر فاR.  
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